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Statt einer Leerseite . . . 0

Denn die Doktrin der geschlechtergerechten Sprache macht das Le-
sen solchermassen ”gerechter“ Texte nicht nur fast unerträglich. Sie
basiert auch auf einem linguistischen Grundirrtum, weil es das bio-
logische Geschlecht mit dem grammatischen Genus gleichsetzt.

C. Wirz, ”Neusprech für Fortgeschrittene“, NZZ Online, 12.7.2013

Die wahren Analphabeten sind schließlich diejenigen, die zwar lesen
können, es aber nicht tun. Weil sie gerade fernsehen.

L. Volkert, SZ–Online, 11.7.2009

Alles andere als ein Sieg ist ja erst einmal eine Niederlage.

B. Becker, Januar 2014, Quelle: Nürnberger Nachrichten, 23.1.2014

The most incredible thing about miracles is that they happen.

G. K. Chesterton, The Innocence of Father Brown

And it didn’t stop being magic just because you found out how it
was done.

T. Pratchett, Wee Free Men
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La filosofia è scritta in questo
grandissimo libro che continuamente
ci sta aperto innanzi a gli occhi (io
dico l’universo), ma non si può
intendere se prima non s’impara a
intender la lingua, e conoscer i
caratteri, ne’ quali è scritto. Egli è
scritto in lingua matematica, e i
caratteri son triangoli, cerchi, ed altre
figure geometriche, senza i quali
mezzi è impossibile a intenderne
umanamente parola; senza questi è un
aggirarsi vanamente per un oscuro
laberinto.

Galileo Galilei, Il Saggiatore, Cap V

Vorwort 1
Normalerweise braucht ein Skript kein Vorwort, aber bei Analysis 1 ist es doch
etwas anders, denn Analysis 1 ist eine Eintrittskarte in die Welt der Mathema-
tik. Hier erwirbt man nicht nur Wissen, sondern lernt grundsätzliche Denk-
und Arbeitsweisen der Mathematik kennen und wird auch in die Sprache der
Mathematik1 eingeführt. Analysis ist deutlich älter als Lineare Algebra, eine ih-
rer ”Geburtsstunden“ ist sicherlich die Principia Mathematica von Isaac Newton.
Fast alle anderen Gebiete der Mathematik, von der Stochastik über die Nume-
rik bis zu Funktionentheorie und Differentialgleichungen nutzen analytische
Terminologie und bauen darauf auf.

Analysis betreibt man in der einen oder anderen Form auch in der Schule,
leider oft genug2 in der anderen. Mathematische Konzepte werden unsauber,
gelegentlich falsch, eingeführt und verwendet, Notation missbraucht und in-
korrekt verwendet. Daher ist diese Vorlesung auch eine Art Sprachkurs, eine
Einführung in die Sprache der Mathematik und deswegen sollte man Aufgaben
immer in Sprache, Terminologie und Notation dieses Skripts bearbeiten. Das
Einüben des korrekten Formalismus, die Fähigkeit, diesen für korrekte Argu-
mente zu nutzen, ist neben dem reinen Wissen ein nicht zu unterschätzender
Aspekt jeder Einführung in die Analysis.

In diesem Sinne, um einen anderen großen Italiener zu zitieren: ”Lasciate ogni
speranza, voi ch’entrate!“. Wir sind ja nicht (mehr) in der Schule . . .

1Das Galilei–Zitat oben ist normalerweise als ”Das Buch der Naturwissenschaften ist in der
Sprache der Mathematik geschrieben“ wiedergegeben.

2Oder zumindest definitiv zu oft.
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Der Erste, der durch Zeichen jenes
einfache Verhältniss 2 × 2 = 4
ausdrückte, erfand die Mathematik,
jene mächtige Wissenschaft, welche
wirklich den Menschen auf den Thron
der Welt erhob.

J. A. Brillat–Savarin, Physiologie des
Geschmacks

Zahlen und Figuren 2
Analysis funktioniert nicht auf beliebigen Mengen, um ”Kurvendiskussionen“
vernünftig durchführen zu können, benötigt man gewisse Strukturen, die wir
uns zuerst einmal ansehen wollen. Dabei verwenden wir3 die in der Mathematik
gebräuchliche Axiomatik, die Objekte und Begrifflichkeiten durch Angabe ihrer
Eigenschaften definiert und damit festlegt.

2.1 Körper

Um Analysis betreiben zu können, benötigen wir als erstes wir eine mathema-
tische Struktur, in der alle Grundrechenarten ”funktionieren“.

Definition 2.1 (Körper) Eine Menge K mit den Operationen4 Addition ”+“ und
Multiplikation ”·“ heißt Körper, wenn die folgenden Bedingungen für alle x, y, z ∈ K
erfüllt sind:

1. (x+ y) + z = x+ (y+ z) (Assoziativgesetz).

2. x+ y = y+ x (Kommutativgesetz).

3. Es gibt ein Element 0 ∈ K mit der Eigenschaft x+ 0 = x, x ∈ K.

4. Zu jedem x ∈ K gibt es ein Element y ∈ K mit x + y = 0. Dieses Element wird
mit −x bezeichnet.

3Dieses ”wir“ meint nicht den Verfasser des Skripts und den Dozenten, ebensowenig wie
einen Pluralis Majestatis sondern bezieht den Leser mit ein. Wer sich nicht einbezogen fühlt, hat
einfach Pech gehabt.

4In mathematischer Sprechweise bedeutet ”mit den Operationen“ immer, daß das Ergebnis
der Operation wieder zur Menge gehört, in unserem Fall also:

x, y ∈ K ⇒ x+ y, x · y ∈ K.
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5. (x · y) · z = x · (y · z).

6. xy = yx.

7. Es gibt ein Element 1 ∈ K mit der Eigenschaft 1 · x = x, x ∈ K.

8. Zu jedem x , 0 gibt es ein Element y ∈ K mit xy = 1, das dann mit 1
x

oder x−1

bezeichnet wird.

9. x(y+ z) = xy+ xz (Distributivgesetz).

In algebraischer Sprechweise bedeuten 1)– 4), daßK bezüglich der Addition eine kom-
mutative Gruppe bzw. abelsche Gruppe bildet, 5)– 8) sagen, daß K× = K \ {0} eine
abelsche Gruppe bezüglich der Multiplikation bildet und 9) ist die Eigenschaft, die eine
Beziehung zwischen Addition und Multiplikation herstellt.

Bemerkung 2.2 Es gibt nun zwei Möglichkeiten: Entweder man akzeptiert den tri-
vialen ”Körper“ K = {0}, oder man fordert zusätzlich 1 , 0, so daß jeder Körper
mindestens zwei Elemente enthält, und zwar auf jeden Fall 0 und 1. Das ist dann auch
schon der kleinste endliche Körper F2 mit der Rechenregel5 1+ 1 = 0.

Als erstes sehen wir uns nun ein paar ”offensichtliche“ Eigenschaften der Körper
an, die dennoch eines Beweises bedürfen, auch wenn dieser sehr leicht aus
den Axiomen abgeleitet werden kann. Dabei verwenden wir Kommutativ- und
Assoziativgesetz ohne das noch explizit anzugeben.

Proposition 2.3 (Elementare Eigenschaften)

1. Die Elemente 0 und 1 sind eindeutig.

2. −x und 1
x

sind eindeutig.

3. Es gilt 0 · x = 0, x ∈ K.

4. xy = 0 genau dann wenn x = 0 oder6 y = 0.

Beweis: Für 1) nehmen wir an, es gäbe zwei Nullelemente, 0 , 0 ′ mit x + 0 =
x + 0 ′ = x, x ∈ K. Aber dann ist insbesondere 0 = 0 + 0 ′ = 0 ′, was ein
offensichtlicher Widerspruch ist. Identisch bekommt man auch 1 = 1 · 1 ′ = 1 ′.

2): Sei y irgendeine Zahl mit x+y = 0. Dann ist −x = −x+0 = −x+x+y = y
nach Definition von −x. Ensprechend folgt aus xy = 1 auch daß 1/x = 1/x · 1 =
1/x · x · y = y.

3): Das Distributivgesetz 9) liefert x·0 = x(0+0) = x·0+x·0, aber andererseits
ist ja auch x · 0 = x · 0+ 0. Also

x · 0+ 0 = x · 0+ x · 0 ⇔ x · 0 = 0,

5Das ist dann so klar wie daß 1+ 1 = 2 ist.
6Das ist ein nichtausschliessliches oder, also kein ”entweder oder“, sondern bedeutet, daß

auch x und y den Wert Null haben können.
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wenn wir auf beiden Seiten (−x) · 0 addieren und nochmals das Distributivge-
setzt verwenden.

Die Richtung ”⇐“ von 4) folgt sofort aus 3). Für ”⇒“ nehmen wir an, daß
einer der beiden Faktoren , 0 ist, sagen wir x, dann existiert 1

x
und wir erhalten

0 =
1

x
· 0 =

1

x
· x · y = y;

ist umgekehrt y , 0, dann liefert dasselbe Argument x = 0, mindestens einer
der beiden Faktoren ist also sicher = 0. �

Übung 2.1 Zeigen Sie: 0 = −0, (−1)x = −x sowie (−x)y = −(xy) und
(−x)(−y) = xy, x, y ∈ K. ♦

Bauen wir uns doch einfach einmal einen Körper konstruktiv aus den Rechen-
operationen zusammen.

Beispiel 2.4 (Rationale Zahlen) Nach Definition 2.1 enthält ein Körper mindestens
die Elemente 0 und 1. Addieren wir, unter Verwendung der ”normalen“ Rechenregeln
nun immer wieder 1 zu sich selbst, so erhalten wir die Zahlen 2 := 1+1, 3 := 1+1+1 =
2 + 1, und so weiter, also die Menge N = {1, 2, 3, . . . }, die man natürliche Zahlen
nennt. Alternativ7 kann man auchN0 =N ∪ {0} verwenden.

Zu jedem Element x von N0 gibt es auch −x, was uns die negativen Zahlen
−1,−2, . . . einbringt und insgesamt die Menge Z = N0 ∪ −N, die man als gan-
ze Zahlen bezeichnet. Damit sind wir mit der Addition durch und die Multiplikation
ist auf Z ebenfalls wohldefiniert.

Bleibt also die Division, die ja bei ganzen Zahlen nicht immer so wirklich aufgeht
und für die wir nun Brüche einführen müssen, also Zahlen der Form

x =
p

q
, p ∈ Z, q ∈N,

wobei wir ganz willkürlich das Vorzeichen in den Zähler schieben. Die Multiplikations-
formel

p

q

p ′

q ′
=
pp ′

q ′q

überträgt nur die Multplikationsformel aus Z auf die Brüche, die Additionsformel

p

q
+
p ′

q ′
=
pq ′ + qp ′

qq ′

hingegen ist eine Konsequenz aus dem Distributivgesetz, das ja immer noch gelten
muss.

Aber das Fazit ist interessant: Wenn wir nur mit den beiden minimalen Bestandteilen
des Körpers, 0 und 1, anfangen und dann nur dafür sorgen, daß alle ”normalen“
Rechnoperationen auch ein Ergebnis haben, dann landet man bereits bei allen Brüchen
und erhält rationale Zahlen, die mit Q bezeichnet werden.

7Wie beispielsweise in den Peano–Axiomen.
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Beispiel 2.5 (Endliche Körper) In Beispiel 2.4 war immer von ”normalen“ Rechen-
operationen die Rede, also von einer Addition, die nicht die Eigenschaft 1+ · · ·+ 1 = 0
hat. Lässt man das zu, dann bekommt man auch endliche Körper wie zum Beispiel F2,
was die Menge {0, 1} mit der Rechenoperation 1 + 1 = 0 darstellt. Das ist, wie man
leicht nachrechnet, ein Körper.

Übung 2.2 Zeigen Sie, daß F5 = {0, 1, 2, 3, 4} mit den Operationstafeln

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

ein Körper ist. ♦

Noch einmal zurück zu den rationalen Zahlen, die auch aus einem anderen
Grund ein Beispiel sind, aus dem man lernen kann. Jede rationale Zahl x = p/q
kann ja durch den Zähler p ∈ Z und den Nenner q ∈N dargestellt werden, also
kann man Brüche ja als Paare von Zahlen darstellen.

Definition 2.6 Für Mengen X, Y bezeichnet das Produkt X×Y die Menge aller Paare
aus X, Y, also

X × Y := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y} . (2.1)

Natürlich kann man auch Produkte höherer Ordnung bilden:

X1 × · · · × Xn = {(x1, . . . , xn) : xj ∈ Xj, j = 1, . . . , n} ,

und ein Spezialfall ist Xn = X × · · · × X.

Ist alsoQ = Z×N? Die Antwort ist nein, denn 1
2

und 2
4

sind inQ dieselbe Zahl,
inZ×N aber unterschiedliche Paare. Wir brauchen also noch ein bisschen mehr.

Definition 2.7 (Äquivalenzen)

1. Eine Relation ∼ auf X ist eine Teilmenge R ⊆ X × X und man schreibt x ∼ x ′

wenn (x, x ′) ∈ R ist.

2. Eine Äquivalenzrelation ”≡“ auf X ist eine reflexive, symmetrische und transi-
tive Relation, das heißt,

(a) x ≡ x (reflexiv),

(b) x ≡ y⇔ y ≡ x (symmetrisch),

(c) x ≡ y, y ≡ z⇒ x ≡ z (transitiv).

3. Zu jedem x ∈ X definiert eine Äquivalenzrelation die Äquivalenzklasse

[x] := {x ′ ∈ X : x ≡ x ′}. (2.2)

x heißt Repräsentant der Äquivalenzklasse [x].
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Man kann sich nun fragen8, inwieweit die Bedinungen an eine Äquivalenzklasse
redundant sind. Immerhin legt das überzeugende Argument

x ≡ x ′ ⇒ x ′ ≡ x ⇒ x ≡ x

nahe, daß Symmetrie (erstes ”⇒“) und Transitivität (zweites ”⇒“) bereits die
Reflexivität implizieren. Allerdings ist hier ein kleiner Denkfehler, denn es setzt
voraus, daß es ein y gibt, so daß x ≡ y erfüllt ist. Genaugenommen gilt also die
folgende Aussage.

Lemma 2.8 Ist ∼ eine symmetrische und transitive Relation, dann gilt für jedes x ∈ X
entweder x / x ′, x ′ ∈ X, oder x ∼ x.

Lemma 2.9 Für x, x ′ ∈ X gilt

[x] = [x ′] ⇔ x ≡ x ′. (2.3)

Beweis: Ist x ≡ x ′, so gilt für jedes y ∈ [x], daß

y ≡ x ≡ x ′ ⇒ y ≡ x ′ ⇒ y ∈ [x ′],

also9 [x] ⊆ [x ′]. Dasselbe Spiel mit vertauschten Rollen von x und x ′ liefert aber
auch [x ′] ⊆ [x] und damit schließlich [x] = [x ′].

Ist umgekehrt y ∈ [x] = [x ′], dann bedeutet das nach (2.2)

x ≡ y ≡ x ′ ⇒ x ≡ x ′,

und der Beweis ist komplett. �

Beispiel 2.10

1. Die Äquivalenzrelation

x ≡ y ⇔ x− y ∈ 2Z

teilt Z in gerade und ungerade Zahlen, denn x ≡ y gilt ja genau dann, wenn die
Differenz der beiden Zahlen gerade ist.

2. Die natürliche Äquivalenzrelation auf Z ×N ist natürlich

(p, q) ≡ (p ′, q ′) ⇔ p

q
=
p ′

q ′
⇔ pq ′ = p ′q, (2.4)

wobei die letzte Identität in (2.4) den Vorteil hat, daß man sie in Z verifizieren
kann.

8Eigentlich sollte man sowas immer tun.
9Mehr bekommen wir erst einmal nicht. Bei Beweisen muss man halt schon ein wenig

aufpassen.
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Satz 2.11 (Rationale Zahlen) Die Menge der Äquivalenzklassen bezüglich (2.4) in
Z ×N bildet mit den Operationen

[(p, q)] + [(p ′, q ′)] = [(pq ′ + p ′q, qq ′)] , [(p, q)] · [(p ′, q ′)] = [(pp ′, qq ′)]
(2.5)

einen Körper mit 0 = [(0, 1)] und 1 = [(1, 1)].

Beweis: Man kann die gesammelten Körperaxiome aus Definition 2.1 einfach
nachrechnen10. Beispielsweise egeben sich die Assoziativ- und Kommutativge-
setze direkt aus (2.5) und ihren Varianten auf Z; das Distributivgesetz erhält
man aus

[(p, q)] ([(a, b)] + [(c, d)]) = [(p, q)][(ad+ bc, bd)] = [(adp+ bcp, bdq)]

und

[(p, q)][(a, b)] + [(p, q)][(c, d)] = [(ap, bq)] + [(cp, dq)] = [(apdq+ bcpq, bqdq)]

= [(apd+ bcp, bdq)]

unter Verwendung von Übung 2.3.
Trotzdem ist noch etwas zu beweisen, nämlich daß die Rechenoperationen

(2.5) unabhängig von dem gewählten Repräsentanten sind. Dazu sei [(p, q)] =
[(r, s)], also ps = qr, dann ist11

[(p, q)] + [(p ′, q ′)] = [(pq ′ + p ′q, qq ′)] = [(pq ′s︸ ︷︷ ︸
=qrq ′

+p ′qs, qq ′s)]

= [(qrq ′ + p ′qs, qq ′s)] = [(rq ′ + p ′s, q ′s)]

= [(r, s)] + [(p ′, q ′)]

und

[(p, q)] · [(p ′, q ′)] = [(pp ′, qq ′)] = [(pp ′s, qq ′s)] = [(qrp ′, qq ′s)]

= [(rp ′), (sq ′)]

und damit ist die Rechnung unabhängig vom gewählten Repräsentanten. �

Übung 2.3 Beweisen Sie die Kürzungsregel [(p, q)] = [(pr, qr)], r ∈N. ♦

Nun sind die rationalen Zahlen nach Art von Satz 2.11 nicht wirklich Brüche,
sondern Äquivalenzklassen von Paaren in Z ×N, die sich allerdings bezüglich
der Rechenoperationen verhalten wieQ und die vermittels p

q
' [(p, q)] zu jedem

Bruch eine passende Äquivalenzklasse vorhalten und umgekehrt. Der vorneh-
me Mathematiker sagt, die beiden Körper sind zwar nicht gleich, aber isomorph
zueinander und das ist nun wieder so gut wie gleich.

10Übung! Hier hilft nur, es einmal selbst gemacht zu haben.
11Aus der Schule ist dieser Prozess als Erweitern bzw. Kürzen bekannt, siehe Übung 2.3.
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2.2 Ordnung

Als nächstes wollen wir ein wenig Ordnung in unsere Körper bringen12.

Definition 2.12 (Ordnungen) Eine Relation ”<“ auf X heißt

1. (strikte) partielle Ordnung, wenn sie transitiv ist, d.h.:

x < y, y < z ⇒ x < z

und für jede Wahl von x, y ∈ X höchstens eine der drei Möglichkeiten x < y,
x = y oder y < x erfüllt ist, siehe [14].

2. totale Ordnung, wenn außerdem für alle x, y ∈ X entweder x < y, x = y oder
y < x gilt.

Die Notation x > y bezeichne y < x.

Bemerkung 2.13 (Ordnungen)

1. Man kann alternativ auch eine Relation ”≤“ über die Forderung der Transitivität
und die beiden Bedingungen

(a) x ≤ x,

(b) x ≤ y, y ≤ x⇒ x = y

einführen, siehe [27]. Dann ist x < y⇔ x ≤ y, x , y.

2. Kritisch oder interessant ist hierbei die Sache, daß x ≤ y und y ≤ x nur dann
erfüllt sein darf, wenn x = y ist, auch bei einer partiellen Ordnung. Sonst könnte
man aufK ×K die Ordnung

(x, y) ≤ (x ′, y ′) ⇔ x+ y ≤ x ′ + y ′

einführen, die offensichtlich transitiv ist, aber eben einen ganzen Haufen ”gleicher“
Elemente hat.

Beispiel 2.14 (Ordnungen)

1. Eine partielle Ordnung auf Z × N wäre [(p, q)] < [(p ′, q ′)] falls p < p ′

und q < q ′. Dann sind beispielsweise die Elemente [(1, 2)] und [(2, 1)] nicht
vergleichbar.

2. Eine totale Ordnung wäre hingegen durch

p

q
<
p ′

q ′
⇔ pq ′ < p ′q

definiert, wobei ”<“ rechts die natürliche totale Ordnung auf Z bezeichnet. Das
ist die kanonische Ordnung auf Q.

12Ein Schuft ist . . .
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Definition 2.15 Ein Körper K heißt angeordenter Körper oder geordneter Körper,
wenn es eine totale Ordnung ”>“ aufK gibt, so daß13

x < x ′ ⇒ x+ y < x ′ + y, y ∈ K, (2.6)

und
x, y > 0 ⇒ xy > 0. (2.7)

Als positive Elemente von K bezeichnen wir alle x mit x > 0 und schreiben K+ :=
{x ∈ K : x > 0}.

Als nächstes ein paar einfache Konsequenzen aus dieser Definition.

Proposition 2.16 Für einen angeordneten KörperK gilt:

1. x < x ′⇔ −x > −x ′.

2. falls x , 0, so ist entweder x > 0 oder −x > 0.

3. 1 > 0.

Beweis: Für 1) nehmen wir an, daß x < x ′ ist, verwenden (2.6) mit y = −x− x ′

und erhalten
x ′ = x+ (−x− x ′) < x ′ + (−x− x ′) = −x

wie behauptet. Ist umgekehrt −x ′ < −x, dann wählen wir y = x+ x ′, was ganz
analog

x = −x ′ + (x+ x ′) < −x+ (x+ x ′) = x ′

liefert.
Für 2) wählen wir x , 0. Dann ist nach den Ordnungsaxiomen entweder

x > 0 oder x < 0. Wäre nun x > 0 und ebenfalls −x > 0, dann hätten wir nach
(2.6) den Widerspruch 0 = x − x > 0, also ist −x < 0. Ist hingegen x < 0, dann
ist nach 1) −x > −0 = 0.

Um schließlich 3) nachzuweisen, nehmen wir an, daß 1 < 0, also −1 > 0

wäre. Dann gilt, nach 2), aber für beliebiges x > 0, daß

0 > −x = (−1)x,

wäre, was im Widerspruch zu (2.7) steht. �

Bemerkung 2.17 Bei der Definition des angeordneten Körpers passiert etwas, das sehr
typisch in der Mathematik ist: Wenn man zwei Konzepte, in diesem Fall Körper und
totale Ordnung, zusammenbringt, dann muss man auch festlegen, wie die Rechenope-
rationen in der einen Struktur mit der anderen Struktur zusammenspielen, und das ist
in unserem Fall die Forderungen (2.6) und (2.7).

Eine direkte Folgerung aus Proposition 2.16, 3) ist, daß angeordnete Körper recht
groß sind.

13Auch hier fordert man wieder die Verträglichkeit von Ordnung und Rechenoperationen,
also zwischen derOrdnung und der Struktur des Körpers.
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Korollar 2.18 Jeder angeordbete KörperK enthältN im Sinne der Einbettung

n = 1+ · · ·+ 1︸         ︷︷         ︸
n

und damit auch Q.

Beweis: Da 1 > 0 ist auch n + 1 > n > 0 und damit ist N ⊂ K, wegen der
additiven Abgeschlossenheit auch Z ⊂ K und wegen der Abgeschlossenheit
unter Division auch Q. �

Definition 2.19 (Archimedischer Körper) Ein angeordneter KörperK heißt archi-
medischer Körper, wenn es zu jedem x, y ∈ K mit 0 < x < y ein n ∈ N gibt, so daß
nx > y.

Proposition 2.20 (Archimedisches Prinzip) Ist K ein archimedischer Körper und
sind x, y ∈ K+, dann gibt es n ∈N mit (n− 1)x ≤ y < nx.

Beweis: Da für n ′ > n

n ′x = nx+ (n ′ − n)︸      ︷︷      ︸
>0

x︸︷︷︸
>0

> nx,

ist die Folge der nx monoton steigend, da 1 > 0 ist, wie in Proposition 2.16
gezeigt. Nach Definition 2.19 gibt es nun (mindestens) ein n ∈ N mit nx > y

falls x < y ist, ist x > y, so tut es sogar n = 1. Da es nur endlich vieleN 3 n ′ ≤ n
gibt, kann auch nur endlich oftn ′x > y sein und wir wählen aus diesen endliche
vielen Möglichkeiten das kleinsten ′, für das dann aber (n ′−1)x ≤ ygelten muss,
denn sonst gäbe es ja noch ein kleineres n ′. �

Proposition 2.21 Die rationalen Zahlen Q sind ein archimedischer Körper.

Beweis: Die Ordnunungsrelation ”p/q < p ′/q ′ ⇔ pq ′ < p ′q“ haben wir ja
schon in Beispiel 2.14 kennengelernt. Damit bildet Q einen geordneten Körper.
Für x = p/q < x ′ = p ′q ′ wählen wir nun n nur so, daß npq ′ = pq+ · · ·+ pq >
p ′q ist, dann ist auch nx > x ′. �

In dem Augenblick, wo man einen geordneten Körper hat, verfügt man über
eine ganz besondere Funktion.

Definition 2.22 Auf einem geordneten KörperK definiert man die Betragsfunktion

|x| :=

{
x, x ≥ 0

−x, x < 0,
x ∈ K. (2.8)

Bemerkung 2.23 Die Betragsfunktion ist wohldefiniert, da das neutrale Element der
Addition in einem Körper eindeutig bestimmt ist und da nur eine der drei Möglichkeiten
x < 0, x > 0 oder x = 0 eintreten kann.
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Satz 2.24 (Dreiecksungleichung) IstK ein geordneter Körper, so gilt

|x+ y| ≤ |x|+ |y|, x, y ∈ K. (2.9)

Beweis: Aus (2.8) folgt sofort, daß ±x ≤ |x| ist. Ist also x+ y ≥ 0, so ist

|x+ y| = x+ y ≤ |x|+ |y|,

ist hingegen x+ y < 0, dann ist

|x+ y| = −(x+ y) = (−x) + (−y) ≤ |x|+ |y|

und damit ist (2.9) auch schon bewiesen. �

Übung 2.4 Beweisen Sie die Dreiecksungleichung nach unten:

|x− y| ≥ |x|− |y|, x, y ∈ K. (2.10)

♦

Definition 2.25 (Notation Ordnungen) Von nun an schreiben wir x < y wenn x
strikt kleiner ist als y, wenn also insbesondere x , y gilt, und x ≤ y für den Fall, der
Gleichheit mit einschließt.

2.3 Abbildungen und Kardinalität
Wir beginnen mit einer ”Metadefinition“.

Definition 2.26 (Abbildung) Eine Abbildung f : X→ Y zwischen einem Definiti-
onsbereich X und einem Bildbereich Y ist eine Vorschrift, die jedem Element x ∈ X
ein Element f(x) ∈ Y zuordnet.

1. Eine Abbildung f heißt injektiv, wenn zu jeder Wahl x, x ′ ∈ X, x , x ′ auch
f(x) , f(x ′) gilt.

2. Eine Abbildung f heißt surjektiv, wenn es zu jedem y ∈ Y ein x ∈ X gibt, so daß
f(x) = y ist.

3. Eine Abbildung f heißt bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.

Schließlich bezeichnen wir das Bild von X ′ ⊆ X unter f mit

f(X ′) = {f(x) : x ∈ X ′} . (2.11)

Bemerkung 2.27 Ob eine Abbildung injektiv oder surjektiv ist, hängt auch ganz mas-
siv davon ab, zwischen welchen Mengen man sie betrachtet. So ist f(x) = x2

1. N0 →N0 injektiv, aber nicht surjektiv,

2. Z→N0 weder injektiv noch surjektiv,

3. F2 → F2 bijektiv,
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4. Q+ → Q+ injektiv, aber nicht surjektiv14,

5. R+ → R+ bijektiv15

Es ist also eine Frage der Funktion und der Mengen.

Lemma 2.28 Ist f : X → Y eine Bijektion, dann existiert die Umkehrabbildung
f−1 : Y → X und ist ebenfalls bijektiv.

Beweis: Zu jedem y ∈ Y gibt es wegen der Surjektivität von f mindestens
ein x mit f(x) = y und wegen der Injektivität von f auch nur höchstens ein
derartige x. Fazit: Es gibt genau ein x ∈ X mit f(x) = y. Also definieren wir die
Umkehrabbildung f−1 als f−1(y) = x, die per Definitionem16

f−1 ◦ f(x) := f−1(f(x)) = f−1(y) = x

erfüllt.
Diese Abbildung ist injektiv, denn gäbe es y, y ′ mit f−1(y) = f−1(y ′) =: x,

dann ist y = f(x) = y ′, also y = y ′. Sie ist surjektiv, da es ja zu jedem x ∈ X den
Punkt y = f(x) gibt, so daß f−1(y) = x ist. �

Übung 2.5 Zeigen Sie: Sind f : X → Y und g : Y → X ′ Bijektionen, dann ist
g ◦ f : X→ X ′ ebenfalls eine Bijektion und es gilt

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

♦

Eine wichtige Aufgabe von Bijektionen ist die Definition eines konsisten Begriffs
von ”gleich groß“ bei zwei unendlichen Mengen. Hat man eine endliche Menge
X vor sich, so kann man deren Elemente zählen und die Kardinalität #X ist eine
wohldefinierte natürliche Zahl17 und zwei Mengen X, Y sind gleichgroß, wenn
#X = #Y ist. Das heißt aber auch, daß wir eindeutige Paare zwischen X und
Y bilden können, beispielsweise ”erstes Element, zweites Element, usw.“ Das
motiviert dann die folgende Definition.

Definition 2.29 (Gleiche Kardinalität & Abzählbarkeit)

1. Wir sagen zwei MengenX, Y haben dieselbe Kardinalität bzw. nennen sie gleich-
groß, wenn es eine Bijektion f mit f(X) = f(Y) gibt.

2. Eine Menge X heißt abzählbar, wenn es eine surjektive Abbildung f : N → X

gibt, die man dann auch als Abzählung bezeichnet. Manchmal unterscheidet man
zwischen abzählbar und abzählbar unendlich, letzteres bedeutet die Existenz
einer Bijektion zwischenN und X.

14Wie wir bald herausfinden werden.
15Allerdings müssen wir erst noch herausfinden, was dieses ”R“ denn nun wirklich ist.
16Apropopos ”Definitionem“: Die Notation f◦g = f(g(·)) haben wir bei der Gelegenheit auch

gleich eingeführt.
17Es gibt erst einmal keine halben Elemente einer Menge, obwohl auch derartige Konzepte

nicht ganz unvorstellbar wären.
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Bei unendlichen Mengen ist die Vorstellung von ”gleich“ groß nicht immer
vollkommen intuitiv.

Beispiel 2.30 (Abzählbare Mengen)

1. Jede endliche Menge ist abzählbar.

2. Die MengenN0 undN sind beide abzählbar, also gleichgroß, obwohlN \N0 =
{0}.

3. Die Mengen2N = {2, 4, 6, 8, . . . }undN/2 = { 1
2
, 1, 3

2
, 2, . . . } sind beide abzählbar,

obwohl die eine halb so viele, die andere doppelt so viele Elemente hat wie N.
N \ 2N undN/2 \N sind ebenfalls abzählbar.

4. Z als echte Obermenge vonN ist ebenfalls abzählbar.

5. Schreibt man das in naiven Kardinalzahlen, so hieße das

∞+ 1 = ∞∞+∞ = ∞∞−∞ = 1,∞,−∞,
wobei der letzte Ausdruck natürlich Nonsens ist. Eine Operation wie∞−∞ ist
einfach nicht sinnvoll zu definieren und deshalb auch nicht sinnvoll definiert.

Übung 2.6 Geben Sie eine Abzählung für Z an. ♦

Netter ist da da schon die folgende Beobachtung.

Satz 2.31 (Erstes Cantorsches Diagonalverfahren) SeienX, Y abzählbare Mengen.
Dann ist auch X × Y abzählbar.

Beweis: Wir müssen eine Surjektion von N0 und X × Y konstruieren18. Dazu
verwenden wir erst einmal Abzählungen X = {x(j) : j ∈ N0}, Y = {y(j) : j ∈
N0}, dann ist

X × Y = {(x(j), y(k)) : j, k ∈N0} .

Die Elemente von X × Y ordnen wir nach Diagonalen19

X × Y ⊃ Dk := {(x(j), y(k− j)) : j = 0, . . . , k}, k ∈N.

So eine Diagonale hat k + 1 Elemente, die ersten k Diagonalen haben daher20

ingesamt

1+ 2+ · · ·+ (k+ 1) =

k+1∑
j=1

(k+ 1)(k+ 2)

2

18Da #N0 = #N ist, gibt es eine Bijektion f : N → N0 und eine surjektive Abbildung
g : N → X. Dann ist aber nach Lemma 2.28 und Übung 2.5 g ◦ f−1 : N0 → X ebenfalls eine
Surjektion und genau diese verwenden wir.

19Daher auch der Name.
20Das ist das Resultat, das dem ”jungen Gauß“ zugeschrieben wird und dessen Beweis so

einfach ist, daß er sogar von einem Germanisten nachvollzogen werden kann, dessen Fähigkeit
ansonsten eher im ebenso korrekten wie ermüdenden Gebrauch der indirekten Rede liegt, [16].



16 2 ZAHLEN UND FIGUREN

Elemente. Ordnen wir also die Elemente von X × Y erst nach Diagonalen und
dann innerhalb der Diagonalen, dann ist

(X × Y)

(
k(k− 1)

2
+ j

)
:= (x(j), y(k− j)) , j = 0, . . . , k, k ∈N0,

eine Abzählung. Sie ist eine Bijektion da jedes Paar (x(j), y(k)) auf genau einer
Diagonale liegt und da natürlich auch nur an genau einer Stelle. �

Satz 2.31 lässt sich in unserer naiven und immer noch unrichtigen Schreibweise
als ∞2 = ∞ schreiben. Und was für zwei Mengen geht, das geht auch für
beliebig viele, also∞k =∞.

Übung 2.7 Zeigen Sie: Sind X1, . . . , Xn abzählbar, dann ist auch X1 × · · · × Xn
abzählbar. ♦

Da wir Q als Z × N schreiben können, also als Produkt zweier abzählbarer
Mengen, liefert uns Satz 2.31 auch das folgende Ergebnis.

Korollar 2.32 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzählbar.

Übung 2.8 Jede Teilmenge einer abzählbaren Menge ist abzählbar. ♦

Schön langsam stellt sich dann schon die Frage, ob es auch mehr als abzählbar
gibt. Und auch hier können wir, im Vorgriff auf das nächste Kapitel, ein Beispiel
angeben.

Satz 2.33 Die Menge aller Funktionen21 f :N→ {0, 1} ist nicht abzählbar.

Beweis: Der Beweis basiert auf dem zweiten Cantorschen Diagonalverfahren
und funktioniert per Widerspruch. Nehmen wir an, wir könnten alle binären
Folgen abzählen, also als Funktionen fj : N → {0, 1} schreiben, so daß es für
jedes f :N→ {0, 1} einen Index jmit f = fj gibt. Nun konstruieren wir ein neues
f als ”inverse Diagonale“ dieser Folgen:

f(k) := 1− fk(k), k ∈N.

Da f(k) , fk(k) ist fvon allen Folgen fj verschieden und damit ist f < {fj : j ∈N},
im Widerspruch zur Annahme, die Menge wäre abzählbar. �

21So eine Funktion bezeichnet man auch als binäre Folge.
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Heute haben wir die experimentelle
und mathematische
Naturwissenschaft und laufen nicht
mehr Gefahr, der Mystik in die Arme
zu fallen. Wir können uns aber neue
Hilfsarbeiter für die Erkenntnis
heranziehen.

Kurd Laßwitz, Aspira. Geschichte
einer Wolke

Folgen und Reihen 3
In diesem Kapitel brauchen wir eigentlich nur einen angeordneten Körper K,
werden die Theorie aber auch gleich nutzen, um die reellen Zahlen R ”or-
dentlich“ zu definieren. Dazu brauchen wir aber erst einmal Terminologie und
Konzepte der Folgen und Reihen. Von nun an ist also K immer ein geordneter
Körper.

3.1 Folgen und Konvergenz
Definition 3.1 (Folge) Eine Folge in K ist eine Abbildung a : N → K oder a :
N0 → K, die normalerweise als (an : n ∈ N(0)) geschrieben wird22. Die Menge aller
FolgenN(0) → K bezeichnen wir mit `(N(0)).

Bemerkung 3.2 Eine Notation, die man immer wieder findet, ist YX := {f : X → Y}

für die Abbildungen vonX nach Y. Sie begründet sich dadurch, daß manX2 = {(x1, x2) :
xj ∈ X} auch als Abbildungen von {1, 2} nach X auffassen kann.

Treibt man das weiter, so ist 2X = {0, 1}X = {Y : Y ⊆ X}, wobei man die Elemente
a(x) als Indikator dafür auffasst, ob x in der jeweiligen Teilmenge enthalten ist:

a(x) = 1 ⇔ x ∈ Y.

Beispiel 3.3 Folgen können direkt definiert sein, beispielsweise

an =
n− 1

n

oder rekursiv wir bei den Fibonaccizahlen

an+1 = an + an−1, n ≥ 2, a1 = a2 = 1.

22Eigentlich ist ”a(k)“ fast die bessere Notation und wird in ”richtiger“ Mathematik auch
gerne verwendet, aber die Indexschreibweise ak ist einfach etablierter und viel mehr Standard.
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Und schon kommen wir zum zentralen Konzept des gesamten Kapitels und
generell einem der wichtigsten Konzepte der gesamten Analysis.

Definition 3.4 (Konvergenz) Eine Folge a heißt konvergent mit Grenzwert a∗ ∈
K, wenn es zu jedem ε ∈ K+, also ε > 0, ein n0 = n0(ε) gibt, so daß

|an − a
∗| < ε, n ≥ n0. (3.1)

Wir schreiben in diesem Fall
a∗ = lim

n→∞an. (3.2)

Eine Folge heißt divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Bemerkung 3.5 (Konvergenz)

1. Zur Konvergenz einer Folge gehört per definitionem die Existenz des Grenzwerts
in K. Es wird sich herausstellen, daß das sehr wohl ein Problem sein kann und
bei den rationalen Zahlen Q auch sein wird.

2. Wann immer ein Ausdruck der Form lim = . . . auftaucht, bedeutet das, daß
dieser Grenzwert existiert, auch wenn es vielleicht nicht immer vorher explizit
hingeschrieben wurde. Die einzige Ausnahme sind die eigentlich schlampigen und
genaugenommen sogar unzulässinge Ausdrücke lim · · · =∞ für eine divergente
Folge. Gebräuchlich ist diese Schreibweise aber trotzdem.

Übung 3.1 Zeigen Sie: Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn

#{n : |an − a
∗| ≥ ε} <∞, ε > 0,

erfüllt ist. ♦

Als erstes sollten wir uns davon überzeugen, daß Definition 3.4 und insbeson-
dere auch (3.2) überhaupt sinnvoll sind.

Satz 3.6 (Grenzwert) Der Grenzwert einer Folge ist, wenn er existiert, eindeutig.

Beweis: Nehmen wir an, es gäbe a∗ und a ′ gegen die a konvergiert. Dann
wählen wir ε > 0, wählen n0 so, daß |an − a∗| < ε und |an − a ′| < ε für alle
n ≥ n0 erfüllt ist und erhalten23 für jedes n ≥ n0

|a∗ − a ′| = |a∗ − an + an − a
′| ≤ |a∗ − an|+ |a ′ − an| < 2ε.

Da das für jedes ε > 0 erfüllt sein muss, kann nur |a∗ − a ′| = 0, also a∗ = a ′

gelten. �

Definition 3.7 (Beschränktheit) Eine Folgea ∈ `(N) heißt nach unten beschränkt,
wenn es ein K ∈ K gibt mit K ≤ an, n ∈ N, nach oben beschränkt, wenn an ≤ K,
n ∈N, und beschränkt, wenn |an| ≤ K, n ∈N, ist.

23Wir lernen hier eine der wichtigsten Beweistechniken der Analysis kennen: Null addieren
und die Dreiecksungleichung anwenden.
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Proposition 3.8 Jede konvergente Folge ist beschränkt.

Beweis: Sei ε > 0, n0 so, daß |an − a
∗| < ε, n ≥ n0 gilt, und M := max{an : n <

n0}. Dann ist

an ≤

{
M, n < n0,

a∗ + ε, n ≥ n0,
≤M+ a∗ + ε =: K.

Beschränktheit nach unten zeigt man analog. �

Proposition 3.9 Sinda, b ∈ `(N) konvergente Folgen, so sind aucha+b = (an+bn :
n ∈N) und ab = (anbn : n ∈N) konvergent, und es gilt

lim
n→∞(an + bn) = lim

n→∞an + lim
n→∞bn, lim

n→∞(anbn) =
(

lim
n→∞an

) (
lim
n→∞bn

)
. (3.3)

Beweis: Sei ε > 0 und n0 so gewählt, daß |an − a
∗| < ε und |bn − b

∗| < ε für alle
n ≥ n0. Dann ist für n ≥ n0

|(an + bn) − (a∗ + b∗)| ≤ |an − a
∗|︸      ︷︷      ︸

<ε

+ |bn − b
∗|︸      ︷︷      ︸

<ε

< 2ε,

ersetzen wir also ε durch ε/2, dann haben wir die Konvergenz auch ganz formal
gezeigt. Recht analog erhalten wir auch

|anbn − a
∗b∗| = |(an − a

∗)bn + a
∗(bn − b

∗)| ≤ |(an − a
∗)|bn + |(bn − b

∗)|a∗.

Da b eine konvergente Folge ist, ist b nach Proposition 3.8 beschränkt, sagen wir
durchM und damit ist

|anbn − a
∗b∗| ≤ (M+ a∗)ε

und damit konvergent. �

Bemerkung 3.10 Es gibt bei solchen ε–Beweisen zwei Schulen. Die einen passen die
Voraussetzungen so an, daß am Ende ein ”< ε“ herauskommt, den anderen genügt
es, zu zeigen, daß der Ausdruck durch f(ε) beschränkt ist, wobei f eine Funktion mit
f(0) = 0 ist. In diesem Skript wird das zweite Konzept verwendet werden, aus meiner
Sicht ist es recht kindisch, die Voraussetzungen auf ε/27 oder was auch immer zu
trimmen.

Übung 3.2 Modifizieren Sie den Beweis von Proposition 3.9 so, daß am Ende
die Ausdrücke durch ε nach oben beschränkt sind. ♦

Korollar 3.11 Sind a, b konvergente Folgen, dann sind auch λa = (λan : n ∈ N)
und a− b konvergent.

Beweis: Für λa setzen wir bn = λ, n ∈N, und verwenden die Produktregel aus
Proposition 3.9. Der Spezialfall λ = −1 ergibt dann, daß auch −b konvergent ist
und nach der Summenformel schließlich auch a− b = a+ (−b). �
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Proposition 3.12 Ist a eine konvergente Folge mit an , 0, n ∈ N, und a∗ , 0, dann
ist 1

a
konvergent und es gilt

lim
n→∞

1

an
=
1

a∗

Beweis: Wir können24 annehmen, daß a∗ > 0 ist, denn sonst können wir a durch
−a ersetzen, was ja nach Korollar 3.11 nichts ander Konvergenz ändert.

Seien nun 0 < ε < a∗

2
und n0 wie gehabt, dann ist an > a∗− ε > a∗

2
und damit∣∣∣∣∣ 1an −

1

a∗

∣∣∣∣∣ = |a∗ − a|

|ana∗|
<

|a∗ − a|
a∗

2
a∗

<
2

(a∗)2
ε,

und das ist nichts anderes als die Konvergenz. �

Bemerkung 3.13 Die Forderung an , 0 würde, was den Grenzwert angehen, endlich
viele Ausnahmen zulassen, es würde also auch reichen, an , 0 für n ≥ n0 zu fordern.
Die Forderung an den Grenzwert ist aber unbedingt nötig, und zwar nicht nur, weil
dann das Beweisargument nicht mehr funktionieren würde: an = 1

n
ist eine konvergente

Folge mita∗ = 0, aber die Folgebn = 1
an

= n ist nicht einmal beschränkt, also keinesfalls
konvergent.

Definition 3.14 Für Folgen a, b ∈ `(N) schreiben wir a ≤ b falls an ≤ bn, n ∈N.

Bemerkung 3.15 Die Ordnung aus Definition 3.14 ist lediglich eine partielle Ord-
nung auf der Menge aller Folgen; das bedeutet, daß für a , b nicht unbedingt eine der
beiden Optionen a ≤ b oder a ≥ b gelten muss.

Proposition 3.16 Ist a ≤ b und sind a, b konvergent, dann ist auch

lim
n→∞an ≤ lim

n→∞bn.
Beweis: Seien ε und n0 wie gehabt, dann ist

b∗ − a∗ = b∗ − bn + bn − an︸     ︷︷     ︸
≥0

+an − a
∗
≥ b∗ − bn︸     ︷︷     ︸

≥−ε

+an − a
∗︸     ︷︷     ︸

≥−ε

≥ −2ε.

Da wir ε beliebig klein25 wählen können, die Grenzewerte a∗ und b∗ aber von ε
unabhängig sind, muss b∗ − a∗ ≥ 0 sein, also b∗ ≥ a∗. �

Bemerkung 3.17 Das ”≤“ im Grenzwert ist nicht zu vermeinde, selbst wenn a < b
gilt, also an < bn, n ∈N. Ein einfaches Beispiel ist an = 1− 1

n
und bn = 1+ 1

n
, was

trotz an < bn die Grenzwerte

lim
n→∞an = 1 = lim

n→∞bn
liefert.

24Wie gerne gesagt wird: oBdA, das heißt, ohne Beschränkung der Allgemeinheit, aber die exzes-
sive Verwendung dieses Kürzels ist auf demselben Niveau wie ε

27
.

25Aber immer noch positiv!
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Eine doppelte Anwendung von Proposition 3.16 liefert das folgenden Einschlus-
skriterium, das in [23] mit einem lustigen Namen bedacht wurde.

Lemma 3.18 (Sandwich–Lemma) Ist a ≤ b ≤ a ′, dann ist auch26

lim
n→∞an ≤ lim

n→∞bn ≤ lim
n→∞a ′n.

Mit diesem Lemma kann man dann auch mal komplexere Folgen untersuchen.

Beispiel 3.19 ([23], S. 39) Die Folge

bn =
n2 + 3n

n3 + 2n2 + 1
, n ∈N,

ist eine Nullfolge. Offensichtlich ist bn ≥ 0 und außerdem ergibt sich

an := 0 < bn =
1
n
+ 3

n2

1+ 2
n
+ 1

n3

<
1

n
+
3

n2
=: a ′n

und Lemma 3.18 erledigt den Rest.

3.2 Cauchy–Folgen und Vollständigkeit
Schön langsam sind wir so weit, daß wir uns eine Definition der reellen Zahlen
geben können, auf denen später unsere Analysis im wesentlichen abspielen
wird. Dazu ein wichtiges Konzept für konvergente Folgen.

Definition 3.20 (Cauchy–Folge) Eine Folge a heißt Cauchy–Folge, wenn es zu je-
dem ε > 0 ein n0 ∈N gibt, so daß

|am − an| < ε, m,n ≥ n0. (3.4)

Eine Cauchy–Folge ist ein Versuch einer Definition einer konvergenten Folge
ohne die Existenz des Grenzwerts fordern zu müssen. Anschaulich heißt ja
(3.4), daß ab einem gewissen Index die Folgenglieder beliebig dicht beisammen
liegen. Und tatsächlich ist das auch eine notwendige Bedingung für Konvergenz.

Satz 3.21 Jede konvergente Folge ist eine Cauchy–Folge.

Beweis: Seien ε und n0 wie gehabt undm,n ≥ n0. Dann ist

|am − an| = |am − a∗ + a∗ − an| ≤ |am − a∗|+ |an − a
∗| ≤ 2ε

und damit ist a eine Cauchy–Folge. �

Die Umkehrung von Satz 3.21 stellt uns vor ein interessantes Problem. Dazu
beschäftigen wir uns erst einmal mit einem Problem, das gar nichts mit kon-
vergenten Folgen zu tun hat, nämlich der Berechnung der Quadratwurzel einer
rationalen Zahl.

26Mit Verweis auf Bemerkung 3.5!
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Geometrisch bedeutet
√
y ja, daß man die Seitenlänge x eines Quadrats mit

Flächeninhalt y bestimmt; andererseits kennen wir ein einfaches Objekt mit
Flächeninhalt y, nämlich das Rechteck mit den Seitenlängen y und 1. Die Auf-
gabe ist also die Umwandlung eines Rechtecks in ein flächengleiches Quadrat
und das Problem ist so alt, daß bereits die Babylonier ein Verfahren zu seiner
Lösung hatten, siehe [12]. Die Idee ist erstaunlich simpel: Das Rechteck mit
Flächeninhalt y hat die Seitenlängen x und y/x. Ist es ein Quadrat, dann ist
x =

√
y, ist es kein Quadrat, dann ist eine Seite zu lang und eine Seite zu kurz,

die Wahrheit ist also in der Mitte. Damit ist dann aber der Mittelwert

x ′ =
1

2

(
x+

y

x

)
möglicherweise eine bessere Näherung für die Seitenlänge des Quadrats. Und
das wiederholt man dann einfach . . .

Definition 3.22 (Heron–Verfahren) Das Heron–Verfahren berechnet ausgehend von
x0 := y > 0 die Folge

xn =
1

2

(
xn−1 +

y

xn−1

)
, n ∈N. (3.5)

Bemerkung 3.23 Ist y ∈ Q, dann ist auch xn ∈ Q, n ∈N.

Satz 3.24 Das Heron–Verfahren (3.5) konvergiert für jeden Startwert x0 ∈ Q mit

y < x20 < 2y (3.6)

gegen
√
y in dem Sinne

xn > 0 und lim
n→∞ x2n = y. (3.7)

Bemerkung 3.25

1. Die Wahl des Startwerts x0 in (3.6) erscheint ein wenig willkürlich und tatsächlich
kann man zeigen, daß das Heron–Verfahren für jeden Startwert x0 ≥

√
y kon-

vergiert. Dann braucht man aber ein bisschen mehr Theorie und Analysis. Wir
werden aber im Beweis sehen, wo wir die Annahme brauchen.

2. Daß so ein Startwert existiert, ist einfach zu sehen: Es gibt p, q und r, s, so daß
√
y <

p

q
=: z und x :=

r

s
<

√
2y.

Wenn keiner der beiden Brüche schon die Forderung erfüllt, dann ist r2

s2
= x2 <

y < 2y < z2 = p2

q2
. Dann wählen wir zwischen x = r

s
und z = p

q
die rationalen

Punkte
Q 3

j

n

r

s
+
n− j

n

p

q
, j = 0, . . . , n,

die 1
n
(p
q
− r

s
) voneinander entfernt sind, und wenn man n so groß wird, daß diese

Entfernungen<
√
y sind, dann liegt einer dieser Punkte zwischen

√
y und

√
2y

und ist der gewünschte Startwert.
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Übung 3.3 Zeigen Sie: Zu zwei beliebigen Zahlen 0 < α < β gibt es Zahlen
p, q ∈N, so daß αq2 < p2 < βq2. ♦

Beweis von Satz 3.24: Wegen

x2n − y =

(
1

2

(
xn−1 +

y

xn−1

))2
− y =

1

4
x2n−1 +

1

2
xn−1

y

xn−1︸       ︷︷       ︸
=y

+
1

4

y2

x2
n−1

− y

=
1

4
x2n−1 −

1

2
y+

1

4

y2

x2
n−1

=
1

4

(
xn−1 −

y

xn−1

)2
> 0

ist xn >
√
y wann immer xn−1 ,

√
y, also per Induktion27 und unter Verwen-

dung der Tatsache, daß nach (3.6) ja x2
0
> y ist,

xn >
√
y, n ∈N. (3.8)

Außerdem ist

xn − xn−1 =
1

2

(
xn−1 +

y

xn−1

)
− xn−1 =

1

2

(
y

xn−1
− xn−1

)
=

1

2xn−1
(y− x2n−1) < 0

nach (3.8), also ist die Folge der xn strikt monoton fallend und nach unten
beschränkt:

√
y < xn < xn−1, n ∈N. (3.9)

Daraus folgt, daß

0 <
x2n − y

y
<
x2
0
− y

y
<
2y− y

y
= 1

sein muss. Das nutzen wir, um unsere Abschätzung von oben weiterzurechnen:

0 < x2n − y =
1

4

(
xn−1 −

y

xn−1

)2
=

1

4x2
n−1

(x2n−1 − y)
2

≤
1

4y
(x2n−1 − y)

2 =
x2
n−1

− y

4y
(x2n−1 − y) <

1

4
(x2n−1 − y)

<
1

16
(x2n−2 − y) < · · · <

1

4n
(x20 − y) <

y

4n
,

und das liefert sofort (3.7). �

Übung 3.4 Zeigen Sie: Die Folge xn, die im Heron–Verfahren (3.5) generiert
wird, ist eine Cauchy–Folge. ♦

27Wer genau aufgepasst hat, sieht natürlich, daß das nur funktioniert, wenn y =: x0 ,
√
y,

also y , 1 ist. Aber mal ehrlich: Wer braucht ein Heronverfahren um die Quadratwurzel von 1
zu berechnen – dafür gibt es Tabellen und inzwischen sicherlich auch eine App.
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Leider bedeutet aber (3.7) eben nicht, daß das Heron–Verfahren in jedem Körper
K gegen

√
y konvergiert, denn nach 3.4 muss der Grenzwert x∗ der Folge zu K

gehören. Und daß das nicht klappt, wussten schon die alten Griechen28.

Satz 3.26 (Euklid)
√
2 < Q.

Beweis: Angenommen, es gäbe x = p

q
∈ Q, p, q ∈ N, mit x2 = 2. Dann können

wir unter allen äquivalenten Darstellungen von x diejenige mit dem kleinsten p
wählen. Nun liefert die Annahme x2 = 2, daß

p2 = 2q2 ⇒ p = 2p ′, p ′ ∈N,

und damit auch

2q2 = (2p ′)2 = 4p ′2 ⇒ q2 = 2p ′2 ⇒ q = 2q ′.

Das heißt dann aber
x =

p

q
=
2p ′

2q ′
=
p ′

q ′

und widerspricht der Minimalität von p. Damit kann es keine rationale Zahl x
mit x2 = 2 geben. �

Übung 3.5 Wie sieht es mit
√
5 aus? Für welche rationalen Zahlen x ∈ Q ist

√
x ∈ Q? ♦

Wir haben also ein Problem: Die Folge, die wir im Heron–Verfahren konstruiert
haben, würde gerne konvergieren, tut es aber nicht, und zwar nur deswegen,
weil mit Q etwas ”faul“ ist, nämlich daß der Grenzwert der Folge nicht in Q
enthalten ist. Das führt zur folgenden Definition.

Definition 3.27 (Vollständigkeit) Der KörperK heißt vollständig, wenn jede Cauchy–
Folge a :N→ K konvergiert.

Bemerkung 3.28 (Vollständigkeit)

1. Vollständigkeit ist im allgemeinen sehr schwer zu überprüfen, denn wie soll man
feststellen ob der potentielle Grenzwert einer Folge nun inK liegt.

2. Eigentlich ist Vollständigkeit keine Frage des Körpers, sondern der Metrik. Eine
Metrik29 d : X × X → R ist eine Abstrahierung des Abstandsbegriffs und durch
die Axiome

d(x, y) = d(y, x) > 0, x , y, d(x, x) = 0, x ∈ X,

28Und daß es gerade für
√
2 ”schiefgeht“, war für die sehr geometrisch denkenden Griechen

ein doppelter Schock, denn
√
2 ist eine Zahl, die sehr wohl existiert: Es ist die Länge der Diago-

nalen des Einheitsquadrats, also eine Zahl, die man geometrisch aus ganzen Zahlen konstruieren
kann.

29Was auch immer die reellen Zahlen R genau sind. Aber wir werden es ohnehin gleich
erfahren.
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und30

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

definiert. Die kanonische Metrik auf K ist gerade d(x, y) = |x − y|. Sobald
man eine Metrik hat, kann man die gesamte Maschinerie von Konvergenz und
Cauchy–Folgen einführen und verwenden.

3. Eine Menge X mit Metrik d heißt dann metrischer Raum und ein metrischer
Raum heißt vollständig, wenn jede Cauchy–Folge konvergiert.

Wenn also Q unvollständig ist, dann erweitern wir es halt so, daß es passt,
also vollständig ist. Dazu bezeichnen wir generell mit C (K) die Menge aller
Cauchy–Folgen mit Werten inK und führen die Äquivalenzrelation

a ≡ a ′ ⇔ lim
n→∞(a− a ′) = 0, a, a ′ ∈ C (K) (3.10)

ein. Die Definition (3.10) sorgt dafür, daß zwei Cauchy–Folgen auch dann ”den-
selben“ Grenzwert haben, wenn sie eigentlich in K keinen haben. Da K ein
Körper ist, ist ja 0 ∈ K per Definitionem erfüllt.

Beispiel 3.29 Die Folgen xn und x ′n = n−1
n
xn nach (3.5) ”konvergieren“ beide gegen

√
y, was normalerweise eben nicht in Q liegt. Die Differenz

xn − x
′

n =
1

n
xn

ist hingegen eine brave Nullfolge.

Bilden wir nun auf C (K) Äquivalenzklassen bezüglich (3.10), also

[a] =
{
a ′ ∈ C (K) : lim

n→∞(a− a ′) = 0
}
, (3.11)

dann bilden diese Äquivalenzklassen einen neuen KörperK∗, in dem wirK als

K 3 x 7→ [ax], (ax)n = x, n ∈N, (3.12)

wiederfinden können. (3.12) nennt man die kanonische Einbettung von K in
seine (metrische) VervollständigungK∗.

Definition 3.30 (Relle Zahlen) Die Vervollständigung R von Q bezeichnet man als
reelle Zahlen.

Bemerkung 3.31

1. Die Definition 3.30 der reellen Zahlen ist Resultat einer konsequenten Ver-
vollständigung der natürlichen Zahlen31: Durch Vervollständigung bezüglich
der Subtraktion entstand Z, die Hinzunahme der Division lieferte Q und die
metrische Vervollständigung letztendlich R. Und zweimal haben wir hierbei das
etwas abstrakte Konzept der Äquivalenzklasse benötigt.

30Ja, das ist eine Dreiecksungleichung!
31Um L. Kronecker (1823–1891) zu zitieren: ”Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,

alles andere ist Menschenwerk.“, siehe [24].



26 3 FOLGEN UND REIHEN

2. In vielen Lehrbüchern, z.B. [9], fordert man einfach Vollständigkeit von R über
das Vollständigkeitsaxiom, aber man kann es eben auch direkt machen.

3. Es gibt keinen ”billigen“ und gleichzeitig sauberen Zugang zu den reellen Zahlen,
das Konzept ist nicht so ganz trivial. Man kann alternativ auch Dedekindsche
Schnitte verwenden, siehe [14], aber die sind auch nicht einfacher.

4. Wozu es führen kann, wenn man das ”Kontinuum“ anzuwenden versucht ohne
verstanden zu haben, was sich wirklich dahinter verbirgt, zeigt das Buch [26], das
der Mathematik ideologische Unterdrückung des freien Denkens vorwirft, oder,
wie es dort ausgedrückt wird, eine Ideolügie. Und das nur deswegen, weil der
Autor nie kapiert hat, was reelle Zahlen eigentlich sind.

Die Definition der reellen Zahlen als (metrische) Vervollständigung von Q ist
nett, aber wir müssen noch zeigen, daß wir so auch das Objekt generieren, mit
dem wir arbeiten wollen. Das fassen wir im folgenden Satz zusammen.

Satz 3.32 R aus Definition 3.30 ist ein vollständiger, angeordneter Körper.

Wir haben drei Dinge nachzuweisen:

1. Körper,

2. angeordnet,

3. vollständig

und auch wenn alle drei Eigenschaften recht elementar zu erhalten sind, sind
sie doch nicht ganz32 offensichtlich.

Proposition 3.33 R is ein Körper.

Beweis: Dies ist am einfachsten. Man überlegt sich, daß zu zwei Cauchyfolgen
a, b die Summe a+ b und das Produkt ab ebenfalls Cauchyfolgen sind: Es gibt
zu ε > 0 eine Konstante33 n0, so daß

max (|an − am|, |bn − bm|) < ε, m,n ≥ n0

und dann ist auch

|(an + bn) − (am + bm)| ≤ |an − am|+ |bn − bm| < 2ε

und
|anbn − ambm| = |an(bn − bm) + (an − am)bm| ≤ (|an|+ |bm|) ε

und da Cauchyfolgen beschränkt sind, siehe Übung 3.6, sind beide ebenfalls
Cauchyfolgen. Genauso können wir den Beweis von Proposition 3.12 auf Cauchy-
folgen übertragen. Das liefert Rechenregeln für Cauchyfolgen und macht diese
zu einem Körper. �

32Und schon gleich gar nicht in der Analysis I . . .
33Erst mal gibt es eine Konstante für a und eine für b, davon nehmen wir die größere



3.2 Cauchy–Folgen und Vollständigkeit 27

Übung 3.6 Zeigen Sie: Jede Cauchyfolge ist beschränkt. (Hinweis: Propositi-
on 3.8) ♦

Für die Ordnung und damit die Betragsfunktion übertragen wir die Ordnung
von Q auf Cauchyfolgen, indem wir sagen, daß

a > b ⇔ an − bn > 0, n > n0. (3.13)

Analog erhalten wir eine Definition von ”<“.

Proposition 3.34 R ist geordnet.

Beweis: Wir müssen zeigen, daß es sich um eine totale Ordnung handelt. Dazu
bemerken wir zuerst, daß

lim
n→∞(an − bn) = 0 (3.14)

ja bedeutet, daß [a] = [b] ist und somit die beiden Folgen dieselbe reelle Zahl
bezeichnen. Ist (3.14) nicht erfüllt, dann gibt es ε > 0 und eine unendliche,
monoton steigende Folge nk von Indizes, so daß

ank − bnk > ε, k ∈N,

oder
bnk − nnk > ε, k ∈N.

Aus Symmetriegründen reicht es, sich auf den ersten Fall zu beschränken. Da
a, b Cauchyfolgen sind, gibt es einen Index n0, so daß

|am − an| <
ε

2
, |bm − bn| <

ε

3
, m,n ≥ n0.

Wählen wir nun auch k so, daß nk > n0 ist, dann ist für n > n0

an − bn = an − ank︸       ︷︷       ︸
>−ε/2

+ank − bnk︸        ︷︷        ︸
>ε

+bnk − bn︸      ︷︷      ︸
>−ε/2

> ε−
ε

2
−
ε

2
= 0

und damit is (3.13) erfüllt. Die restlichen Ordnungsaxiome folgen direkt aus den
Ordnungseigenschaften von Q. �

Und zum Schluss die Beobachtung, daß die Vervollständigung zur Vollständig-
keit führt.

Proposition 3.35 R ist vollständig.

Beweis: Sei x = (xn : n ∈N) eine Cauchyfolge in R, also xn = [an], wobei jedes
der34 an = (an

k
: k ∈ N) selbst eine Cauchyfolge in Q ist. Das bedeutet, daß es

für alle ε > 0 ein n0 > 0 gibt, so daß

ε > |xm − xn| = |[am] − [an]| = lim
k→∞ |amk − ank |, m, n ≥ n0, (3.15)

34Das ”
n“ ist hier kein Exponent sondern ein oberer Index.
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und damit gibt es auch ein k0 ∈N, so daß

|amk − ank | < 2ε, m,n ≥ n0, k ≥ k0. (3.16)

Jetzt diskretisieren wir ε und setzen ε = 1/2p, p ∈ N. Dann gibt es Indizes
np, kp, so daß

|amk − ank | <
1

p
, m,n ≥ np, k ≥ kp, p ∈N, (3.17)

und wir definieren x∗ =
(
x∗
j
: j ∈N

)
durch35

x∗j = a
np
kp
, j = kp, . . . , kp+1 − 1, p ∈N0,

so daß x∗
kp

= a
np
kp

. Wegen (3.17) ist x∗ eine Cauchyfolge und für jedes ε > 0 und
1
p
< εmit n ≥ np ist ausserdem

|xn − x
∗| = lim

k→∞
∣∣∣ank − anpk ∣∣∣ < 1

p
< ε

also ist x∗ Grenzwert der Folge x. �

Bemerkung 3.36 Der Beweis von Proposition 3.35 funktioniert ein wenig wie das
Cantorsche Diagonalverfahren. Wenn wir die Folgen einfach in einer ”Tabelle“ uberein-
anderschreiben,

1 2 3 . . .

1 a1
1
a1
2
a1
3
. . .

2 a1
2
a2
2
a2
3
. . .

3 a1
3
a3
2
a3
3
. . .

...
...

...
...

. . .

dann sagt uns (3.16), daß es zu jedem ε > 0 Indizes nε und kε gibt, so daß sich alle,
mit ”?“ und ”∗“ gekennzeichneten, Elemente im unteren rechte Block der Tabelle

1 . . . kε kε + 1 . . .

1 a1
1

. . . a1
kε

a1
kε+1

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .

nε anε
1

. . . ? ∗ . . .

nε + 1 anε+1
1

. . . ∗ ∗ . . .
...

...
. . .

...
...

. . .

um höchstens ε im Absolutbetrag unterscheiden. Der Grenzwert x∗ besteht dann im aus
den mit ? markierten Elementen, die allerdings hinreichend oft wiederholt werden. Und
man nimmt nur die diskreten Werte 1

p
für ε, um etwas abzählbares, also eine Folge zu

erhalten.

Von nun an werden wir die reellen Zahlen fleißig verwenden und daher immer,
wenn es nicht anders gesagt ist36 K = R setzen.

35Mit der Konvention k0 := 1.
36Und wir werden es nicht oft anders sagen!
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3.3 Teilfolgen und Häufungspunkte
Es gibt seltsame Folgen wie beispielsweise

an = (−1)n, d.h., a = (−1, 1,−1, 1, . . . ),

die natürlich nicht konvergieren, aber zumindest aus zwei konvergenten Teilen
zusammengesetzt sind.

Definition 3.37 Sei σ : N → N eine streng monotone Abbildung: σ(1) < σ(2) <
· · · . Die Teilfolge aσ von a ∈ `(N) ist definiert als

(aσ)n = aσ(n), n ∈N.

Mit σ(n) = 2n ist in unserem Beispiel also aσ = (1, 1, . . . ) und mit σ(n) = 2n−1
entsprechend aσ = (−1,−1, . . . ), die Folge besteht also aus zwei konvergenten
Teilfolgen. Und das ist kein Zufall, wie der folgende klassische Satz zeigt.

Satz 3.38 (Bolzano–Weierstraß) Jede beschränkte Folge a ∈ `(N) über R enthält
eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Die Beschränktheit von a bedeutet, daß es M > 0 gibt, so daß |an| ≤

M ist. Wir konstruieren nun eine Intervallschachtelung, also eine Folge Ik =
[bk, ck], k ∈N0, von Intervallen I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · mit der Eigenschaft, daß

|Ik| := ck − bk = 2
1−kM, und #{n : an ∈ Ik} =∞. (3.18)

Wir beginnen mit I0 := [−M,M], für das (3.18) natürlich erfüllt ist. Nehmen
wir nun an, wir hätten ein Ik konstruiert, das (3.18) erfüllt, dann wählen wir
xk+1 =

1
2
(bk + ck) als Mittelpunkt von Ik. Da

Ik = [bk, xk] ∪ [xk, ck]

unendlich viele Folgenglieder enthält, liegen in mindestens einem der beiden
Intervalle [bk, xk] oder [xk, ck] ebenfalls unendlich viele Folgenglieder; dieses
Intervall37 nennen wir Ik+1 uns es erfüllt aufgrund der Konstruktion

|Ik+1| =
1

2
|Ik| = 2

1−(k+1)M und #{n : an ∈ Ik+1} =∞,
also (3.18) mit k+ 1 anstelle von k.

Nun brauchen wir nur noch die Funktion

σ(k) := min {n > σ(k− 1) : an ∈ Ik}, σ(0) := 0,

einzuführen, dann ist σ monoton steigend und definiert eine Teilfolge aσ mit
(aσ)k ∈ Ik. Für n < n ′ ist dann aσ(n ′) ∈ In ′ ⊂ In und damit ist

|aσ(n) − aσ(n ′)| ≤ |In| = 2
1−nM, n ≤ n ′ ∈N.

Die Teilfolge aσ ist also eine Cauchy–Folge und konvergiert weil R vollständig
ist. �

Nachdem wir im Beweis Intervalle verwendet haben, definieren wir noch schnell,
was wir eigentlich damit meinen.

37Und wenn wir die Wahl haben sollten, dann einfach eines von den beiden.
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Definition 3.39 (Intervalle) Ein offenes Intervall (a, b) in einer angeordneten
Menge X ist

(a, b) = {x ∈ X : a < x < b},

ein abgeschlossenes Intervall die Menge

[a, b] := {x ∈ X : a ≤ x ≤ b}

und als halboffenes Intervall bezeichnet man

(a, b] := {x ∈ X : a < x ≤ b} oder [a, b) := {x ∈ X : a ≤ x < b}.

Alternativ könnte man auch [a, b], ]a, b[ usw. verwenden, aber die angelsächsische
Schreibweise mit den runden Klammern ist international gebräuchlicher.

Definition 3.40 (Häufungspunkte) Sei a ∈ `(N) eine Folge.
1. Die Zahl x ∈ R heißt Häufungspunkt der Folge a, wenn es eine Teilfolge aσ gibt

mit
lim
n→∞(aσ)n = x. (3.19)

2. Der kleinste Häufungspunkt einer Folge heißt Limes Inferior, der größte Limes
Superior und wir schreiben

x = lim inf
n→∞ an bzw. x = lim sup

n→∞ an.

Bemerkung 3.41 (Häufungspunkte)

1. Eine Folge kann, wie unser Beispielan = (−1)n zeigt, komplett aus Häufungspunkten
bestehen, die Häufungspunkte müssen aber nicht in der Folge auftauchen, wie
an = (−1)n n−1

n
zeigt, wo |an| < 1 gilt, aber

lim sup
n→∞ an = 1, lim inf

n→∞ an = −1.

2. Eine Folge kann sogar abzählbar viele Häufungspunkte haben,

a = (1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . . )

und diese Häufungspunkte können auch wieder Häufungspunkte haben:

a = (1, 1,
1

2
, 1,
1

2
,
1

3
, 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . . ).

Übung 3.7 Konstruieren Sie eine Folge in Q, die alle rationalen Zahlen als
Häufungspunkt hat. ♦

Proposition 3.42 Jede Teilfolge aσ einer konvergenten Folge ist ebenfalls konvergent
und es gilt

lim
n→∞aσ(n) = lim

n→∞an.
Beweis: Sei a∗ der Grenzwert von ε > 0 und n0 so, daß |an − a

∗| < ε, n ≥ n0.
Da σmonoton ist, ist38 σ(n) ≥ n ≥ n0 und damit ist auch |aσ(n) −a

∗| < ε, n ≥ n0,
was genau die Behauptung ist: aσ konvergiert und hat denselben Grenzwert. �

Proposition 3.43 Jede monoton steigende39 und beschränkte Folge a ∈ `(N) konver-
38Und wer’s nicht glaubt, der soll’s beweisen.
39Das heißt an ′ ≥ an für n ′ > n.
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giert.

Beweis: Nach Satz 3.38 enthält a eine konvergente Teilfolge aσ, und mit

a∗ := lim
n→∞(aσ)n

gilt a∗ ≥ an, n ∈ N, da die Folge monoton steigend ist40. Sei nun ε > 0 und n0
so, daß

ε > |a∗ − aσ(n)| = a
∗ − aσ(n), n ≥ n0,

dann ist für jedes n ≥ σ(n0)

0 ≤ a∗ − an = a∗ − aσ(n0)︸         ︷︷         ︸
<ε

+aσ(n0) − an < ε− (an − aσ(n0)),

also, da die Folge immer noch monoton steigend ist,

0 ≤ an − aσ(n0) < ε.

Also ist auch a eine Cauchy–Folge und somit konvergent. �

3.4 Reihen
Jetzt betrachten wir Folgen nicht mehr nur ”für sich“, sondern summieren die
Folgenglieder auf. Um uns nicht weiter mit (Un-) Vollständigkeit herumärgern
zu müssen, betrachten wir weiterhin das Ganze nur noch in R.

Definition 3.44 (Reihe) Zu einer Folge a ∈ `(N) definiert man die (unendliche)
Reihe

Σa =

∞∑
n=1

an.

Die n–te Partialsumme der Reihe ist

sn :=

n∑
k=1

ak, n ∈N. (3.20)

Die Reihe heißt konvergent, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert und hat
den Grenzwert ∞∑

n=1

an := lim
n→∞ sn. (3.21)

Beispiel 3.45 (Beispiele für Reihen) Klassische Reihen sind:

1. harmonische Reihe:
∞∑
n=1

1

n
.

40Wäre nämlich a∗ < an ≤ an+1 ≤ · · · für ein n, dann wäre ja auch a∗ < liman = a∗ und das
ist ein Widerspruch.
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2. geometrische Reihe:
∞∑
n=1

qn, q > 0.

3. alternierende Reihe:
∞∑
n=1

(−1)n.

Die Partialsummen der alternierenden Reihe sind sn = 1
2
((−1)n−1), also−1, 0,−1, 0, . . .

und damit ist die Reihe also nicht konvergent. Trotzdem gibt es den schönen ”Beweis“
von Abel41, der den Grenzwert a nennt und dann auf

a = −1+ 1− 1+ 1− 1+ · · · = −1− (−1+ 1− 1+ · · · ) = −1− a

und damit a = −1
2

kommt . . .

Als nächstes ein Resultat, bei dem man sich leichter den Beweis als die Formel
merken kann.

Lemma 3.46 (Geometrische Summen) Für n ∈N und 1 , x ∈ R ist42

n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x
. (3.22)

Beweis: Aus der einfachen Rechnung

(1− x)

n∑
k=0

xk =

n∑
k=0

xk − x

n∑
k=0

xk =

n∑
k=0

xk −

n∑
k=0

xk+1 =

n∑
k=0

xk −

n+1∑
k=1

xk

= 1− xn+1,

folgt sofort die Behauptung, wenn man durch 1− x dividiert. �

Satz 3.47 (Geometrische Reihe) Für q < 1 konvergiert die geometrische Reihe mit
Grenzwert (1− q)−1, für q ≥ 1 divergiert sie.

Beweis: Für q , 1 haben die Partialsummen den Wert

sn = (1− q)−1
(
1− qn+1

)
, n ∈N,

und da qn → 0 für q < 1 und qn → ∞ für q > 1, wenn n → ∞ wächst, ist das
Konvergenz- und Divergenzverhalten für q , 1 auch schon geklärt. Für q = 1

ist aber natürlich

sn =

n∑
j=0

1 = n+ 1, n ∈N,

was ebenfalls gegen∞ divergiert. �
41Ja, von dem Nils Hendrik Abel.
42Aus ästhetischen Gründen ist es auch bei Reihen manchmal besser, die Summation mit Null

beginnen zu lassen. Aber nach wie vor sindN undN0 doch im wesentlichen dasselbe.
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Satz 3.48 (Allgemeines Cauchy–Kriterium für Reihen) Die Reihe zu einer Folge
a ∈ `(N0) konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ε > 0 ein n0 ≥ 0 gibt, so daß∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=m

ak

∣∣∣∣∣∣∣ < ε, m,n ≥ n0. (3.23)

Beweis: Da für die Partialsummen

sn − sm−1 =

n∑
k=1

ak −

m−1∑
k=1

ak =

n∑
k=m

ak

gilt, heißt (3.23) nichts anderes als daß s = (sn : n ∈ N0) eine Cauchyfolge ist
und da wir uns nun in dem vollständigen KörperR bewegen, ist das äquivalent
zur Konvergenz von s. �

Satz 3.49 (Notwendige Bedingung) Konvergiert die Reihe Σa zur Folge a ∈ `(N)
so ist a eine Nullfolge, das heißt,

lim
n→∞an = 0. (3.24)

Beweis: Konvergiert die Reihe, so gibt es nach (3.23) zu jedem ε > 0 ein n0 ∈N,
so daß mitm = n für jedes n ≥ n0 die Abschätzung

ε >

∣∣∣∣∣∣∣
n∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣∣∣ = |an| = |an − 0|

erfüllt ist, was nichts anderes heißt, als daß a eine Nullfolge ist. �

Proposition 3.50 Sei 0 ≤ a ∈ `(N), d.h., an ≥ 0, n ∈N. Dann konvergiert Σa dann
und nur dann, wenn die Folge der Partialsummen beschränkt ist, also s ≤ M für ein
M ∈ R.

Beweis: Ist a ≥ 0, dann gilt für n ≥ m

sn =

n∑
k=1

ak =

m∑
k=1

ak +

n∑
k=m+1

≥0︷︸︸︷
ak︸        ︷︷        ︸

≥0

≥ sm,

und daher ist s eine monoton steigende Folge. Ist s unbeschränkt, dann konver-
giert die Folge nicht, ist s beschränkt, so konvergiert sie nach Proposition 3.43.
Da Konvergenz der Reihe per definitionem nichts anderes ist als Konvergenz der
Partialsummen, folgt damit die Behauptung. �

Satz 3.51 (Harmonische Reihe) Die harmonische Reihe divergiert.
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Beweis: Der Beweis ist ein bisschen trickreicher, aber interessant. Wir wählen
1 , p ∈N und betrachten die Teilfolge

s ′n = spn =

pn∑
k=1

1

k
=

p∑
k=1

1

k
+

p2∑
k=p+1

1

k
+ · · ·+

pn∑
k=pn−1+1

1

k
. (3.25)

Ein typischer Summand,
pj∑

k=pj−1+1

1

k
, (3.26)

enthält pj − pj−1 = pj−1(p − 1) Summanden, die alle größer oder gleich dem
letzten Term, 1/pj, sind. Somit ist

pj∑
k=pj−1+1

1

k
>

pj∑
k=pj−1+1

p−j = pj−1(p− 1)p−j =
p− 1

p

und daher
s ′n > n

p− 1

p
.

Damit ist die43 Folge der Partialsummen unbeschränkt und nach Propositi-
on 3.50 kann die Reihe damit nicht konvergieren. �

Die harmonische Reihe ist, obwohl sie divergent ist, dennoch von großer Wich-
tigkeit und taucht in vielen Teilgebieten der Mathematik auf, denn sie ist eine
Reihe, die ”gerade so“ divergiert.

Satz 3.52 Für jedes α > 1 konvergiert die unendliche Reihe

∞∑
k=1

1

kα
.

Beweis: Der Beweis verwendet wieder die Zerlegung (3.25) der besonderen
Partialsummen s ′n und schätzt wieder den typischen Summanden (3.26) ab,
diesmal aber nach oben. Dazu verwenden wir den größten Summanden in
(3.26), also (pj−1 + 1)−α ≤ (pj−1)−α und erhalten

pj∑
k=pj−1+1

1

kα
< pj−1(p− 1)p−α(j−1) = (p− 1)(p1−α)j−1. (3.27)

Da α > 1 und p ≥ 2 eine natürliche Zahl ist, ist q := p1−α < 1. Setzen wir nun
(3.27) in (3.25) ein, dann ist

s ′n <

n∑
j=1

(p− 1)(p1−α)j−1 = (p− 1)

n−1∑
j=0

qj = (p− 1)
1− qn

1− q
≤
p− 1

1− q
=: K,

43Im übrigen auch noch monoton steigende.
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also s ′ ≤ K. Da es für jedes n ∈N ein k ∈Nmit pk ≥ n gibt, ist damit auch

sn ≤ s
′

k ≤ K, n ∈N,

und die Folge der Partialsummen ist beschränkt. Nach Proposition 3.50 konver-
giert damit die Reihe. �

3.5 Geometrische Reihen und Zahlen
Die geometrische Reihe hat den unmittelbaren Nutzen, uns eine weitere De-
finition des verwendeten Zahlensystems der reellen Zahlen zu geben. Dazu
betrachten wir zuerst das Stellenwertsystem44, das eine natürliche Zahl n ∈ N
bezüglich einer Basis 2 ≤ B ∈N als

n =

k∑
j=0

zj B
j, zj ∈ ZB := {0, . . . , B− 1}, (3.28)

schreibt.

Übung 3.8 Zeigen Sie, daß die Darstellung aus (3.28) eindeutig ist. ♦

Wir interessieren uns hier jetzt aber für die Nachkommstellen und betrachten
daher Zahlen der Form

x =

∞∑
j=1

zjB
−j, zj ∈ ZB. (3.29)

Lemma 3.53 Die Reihe in (3.29) konvergiert für jede Wahl von zj ∈ ZB und ist ≤ 1.

Beweis: Da alle Summanden positiv sind, reicht es nach Proposition 3.50 wieder,
die Beschränktheit zu beweisen. Das ist aber einfach:

sn =

n∑
j=1

zjB
−j
≤

n∑
j=1

(B− 1)B−j = B−1(B− 1)

n−1∑
j=0

B−j = B−1(B− 1)
1− B−n

1− B−1

= 1− B−n
≤ 1.

Sind alle zj = B − 1, dann gilt in der ersten Abschätzung Gleichheit und der
Grenzwert der Folge ist 1. Das ist nichts anderes als das gute alte 0.9 = 1. �

Definition 3.54 Die durch die Ziffernfolge z dargestellte Zahl x ist definiert als der
Grenzwert der Reihe

x =

∞∑
j=1

zjB
−j. (3.30)

Die Ziffernfolge bezeichnet man als B–adische Darstellung von x.

44Eine der ganz großen Errungenschaften der Menschheit, die es ermöglicht, mit Zahlen zu
rechnen und die nach dem Fehltritt mit den römischen Zahlen erst mit Leonardo da Pisa alias
Fibonacci nach Europa kam, siehe [22].
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Nach Definition liefert jede solche Reihe eine reelle Zahl, aber ist die Abbildung
ZN
B
→ Rmit z 7→∑ zjB

−j auch surjektiv, also lässt sich auch wirklich jede reelle
Zahl so beschreiben. Die Antwort und ein bisschen mehr Information fassen wir
im nächsten Satz zusammen.

Satz 3.55 (Unendliche B–adische Brüche)

1. Zu jeder reellen Zahl xmit 0 ≤ x ≤ 1 gibt es Ziffern zj ∈ ZB, j ∈N, so daß (3.30)
erfüllt ist.

2. Eine Zahl x ist genau dann rational, wenn die Darstellung periodisch ist, das
heißt, wenn es n, k ∈N gibt, so daß zn+jk = zn, j ∈N0, gilt45.

3. R ist überabzählbar.

Beweis: Indem wir zuerst den ganzzahligen Anteil abziehen, können wir uns
für den Beweis auf den Fall beschränken, daß 0 ≤ x ≤ 1 ist46.

Für 1) konstruieren wir nun eine Ziffernfolge, die x beschreibt. Dazu erinnern
wir uns, daß eine reelle Zahl durch eine Cauchyfolge a von rationalen Zahlen
dargestellt ist. Zur Konstruktion setzen wir a0 := a und unterteilen das Intervall
[0, 1] in

[0, 1] :=
⋃
j∈ZB

[
j

B
,
j+ 1

B

]
=

⋃
j∈ZB

Ij

Das sind endlich viele Intervalle, in mindestens einem von diesen Intervallen,
sagen wir Ik, k ∈ ZB, müssen also unendlich viele Folgenglieder von a0 liegen,
die eine Teilfolge a1 von rationalen Zahlen bilden, die nach Proposition 3.42
ebenfalls gegen x konvergiert. Nun setzen wir noch z1 := k und haben damit
folgendes erreicht:∣∣∣∣∣∣∣

1∑
j=1

zjB
−j − a1k

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ B−1, k ∈N, und lim
k→∞a1k = x. (3.31)

Das ist der Fall n = 1 der Aussage∣∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zjB
−j − ank

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ B−n, k ∈N, und lim
k→∞ank = x, (3.32)

die wir nun per Induktion beweisen wollen. Angenommen, (3.32) gilt für ein
n ≥ 1, dann setzen wir

xn :=

n∑
j=1

zjB
−j

45Das sind die Zahlen von der Form .12345, die man aus der Schule kennt. Hier ist übrigens
n = k = 3.

46Für ursprünglich ganzzahliges x haben wir also nun zwei Möglichkeiten, aber lieber zwei
als keine.



3.5 Geometrische Reihen und Zahlen 37

und zerlegen das Intervall [xn, xn + B−n] wieder in

[xn, xn + B
−n] =

⋃
j∈ZB

[
xn +

j

Bn+1
, xn +

j+ 1

Bn+1

]
=:

⋃
j∈ZB

Ij,

und wieder enthält eines der Intervalle, sagen wir Ik, unendlich viele Folgen-
glieder von an. Wir setzen zn+1 := k, nennen diese Teilfolge an+1 und schon
haben wir den Induktionsschritt für (3.32) durchgeführt. Sei nun wieder ε > 0,
und n0 so, daß |ak − x| < ε für k ≥ n0, dann ist auch47 |an

k
− x| < ε für jedes n

und k ≥ n0. Damit ist∣∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zjB
−j − x

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

zjB
−j − ank + a

n
k − x

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ B−n + ε

und wenn wir n1 so groß wählen, daß B−n < ε für alle n ≥ n1 erfüllt ist, dann
ist |sn − x| < 2ε, die Reihe konvergiert also gegen x.

Um 2) zu beweisen, beginnen wir mit ”⇒“ und nehmen an, daß x = p/q

eine rationale Zahl mit p ≤ q ist. Die Bestimmung der B–adischen Entwicklung
lernt man schon in der Schule: Man setzt r0 = p und bestimmt dann die Ziffern
durch Division mit Rest via

B rj−1 = zj q+ rj, rj ∈ Zq, zj ∈ ZB, j ∈N. (3.33)

Nun gibt es aber nur endlich viele mögliche Divisionsrest rj, so daß es irgend-
wann zu ersten Mal zu einer Wiederholung kommen muss: rn+k = rn, wobei
wir n und k so wählen können, daß n + k minimal ist48. Dann ist aber in (3.33)
auch rn+k+1 = rn+1 und so weiter, die Entwicklung ist also periodisch. Für die
Umkehrung ”⇐“ betrachten wir eine periodische Reihe

∞∑
j=1

zjB
−j =

n−1∑
j=1

zjB
−j +

n+k−1∑
j=n

zjB
−j +

n+2k−1∑
j=n+k

zjB
−j + · · ·

=

n−1∑
j=1

zjB
−j +

∞∑
`=0

n+(`+1)k−1∑
j=n+`k

zjB
−j =

n−1∑
j=1

zjB
−j +

∞∑
`=0

k−1∑
j=0

zn+`k+j︸   ︷︷   ︸
=zn+j

B−(n+`k+j)

=

n−1∑
j=1

zjB
−j +

k−1∑
j=0

zn+jB
−(n+j)

∞∑
`=0

B−`k =

n−1∑
j=1

zj

Bj
+

Bk

Bk − 1

n+k−1∑
j=n

zj

Bj
,

und da das eine endliche Summe von Brüchen ist, ist das Ergebnis ebenfalls ein
Bruch, also rational.

3) ist nochmals das zweite Cantorsche Diagonalverfahren: Gäbe es eine
Abzählung xk, k ∈ N, der reellen Zahlen, dann stellt man jede dieser Zah-
len als binäre Folgen dar und geht vor wie in Satz 2.33, um eine neue reelle Zahl
zu erhalten, die nicht in der alten Aufzählung liegt. �

47Es sind ja Teilfolgen, siehe den Beweis von Proposition 3.42.
48Wir interessieren uns also dafür, wann sich so ein Rest zum ersten Mal wiederholt.
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Beispiel 3.56 (Zenos Paradoxon) Achilles, der schnellste Mensch seiner Zeit49 wird
von einer Schildkröte zum Wettlauf über 100m herausgefordert. Achill erreicht 10m/s50,
die Schildkröte 1m/s. Sie erhält einen Vorsprung von 10m. Zeno51 behauptet nun,
daß Achille die Schildkröte nie einholt, und zwar mit folgendem Argument: Zu dem
Zeitpunkt (z.B. 1s nach dem Start), zu dem Achilles den Punkt erreicht, an dem sich
die Schildkröte befindet, ist diese schon ein Stück weitergekrochen, Achilles muss also
noch ein Stück weiter, um sie einzuholen, aber da ist die Schildkröte auch schon wieder
weg (nämlich 0.1m) und so weiter. Mit anderen Worten: Zeno stellt fest, daß Achilles
zu den Zeitpunkten

tn =

n−1∑
j=0

10−j, n ∈N,

die Schildkröte fast, aber nicht ganz, eingeholt hat, was den endlichen B–adischen
Entwicklungen 1.1 . . . 1 entspricht. Aber wann holt Achilles denn nun die Schildkröte
ein? Nach t Sekunden hat Achilles ja 10tMeter zurückgelegt, die Schildkröte hingegen
10+ t, der unerreichbare Zeitpunkt errechnet sich also also als

10t = 10+ t ⇔ t =
10

9
= 1.1 = lim

n→∞ tn.
Mit anderen Worten: Das Zenosche Paradoxon ist nichts anderes als die Diskrepanz zwi-
schen Partialsummen und Grenzwert und die dargstellte Zahl ist eben nicht irgendeine
Partialsumme, sondern der Grenzwert der Reihe.

Beispiel 3.57 (Zahlen am Computer) Ein interessantes Phänomen bei der Com-
puterbenutzung ist die Tatsache, daß man bei der Eingabe der Zahl 0.1 bereits einen
Fehler macht. Computer stellen Zahlen binär, also zur Basis 2, dar und bezüglich dieser
Basis hat 1/10 eine echt unendlich periodische Darstellung52. Der Computer hat aber
nur endlich viele Ziffern, muss also abschneiden oder runden und je nachdem, wie das
passiert, kann die Operation 10 * 0.1 den Wert 1 liefern oder nicht.

3.6 Konvergenzkriterien für Reihen
Aus den Rechenregeln für Folgen folgt mittels der Betrachtung der Partialsum-
menfolgen sofort auch die Analogie für Reihen.

Korollar 3.58 (Rechenregeln für Reihen) Sind Σa und Σb konvergente Reihen,
dann konvergieren auch Σ(a ± b) und Σλa für λ ∈ R und die Grenzwerte verhal-
ten sich entsprechend.

Als nächstes betreiben wir noch ein wenig Konvergenztheorie für Reihen,
bei denen, wie uns ja bereits das Abelsche Beispiel zeigt, nicht alles so ganz
einfach ist, wie es auf den ersten Blick scheint.

49Siehe [15] oder auch, da leichter zu lesen, [21, 23. Gesang, Vers 555].
50Er läuft also die 100m, ohne Spikes, Steroide und Nandrolon in beachtlichen 10 Sekunden.

Für’s Doping waren seinerzeit die Götter zuständig, siehe [21, G. 23, V. 768–776].
51Zeno von Elea, 5. Jhdt. vor Christus, Verfasser von Paradoxien, die nachzuweisen suchten,

daß es Bewegung eigentlich nicht gibt.
52So wie 1/9 = .1 im gebräuchlichen Dezimalsystem.
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Satz 3.59 (Leibniz–Kriterium) Ist a ≥ 0 eine monoton fallende Nullfolge, dann
konvergiert die alternierende Reihe

∞∑
k=1

(−1)kak.

Beweis: Wir betrachten die Partialsummen s2n, n ∈N, und stellen fest, daß

s2n+2 − s2n =

2n+2∑
k=1

(−1)kak −

2n∑
k=1

(−1)kak = a2n+2︸  ︷︷  ︸
≤a2n+1

−a2n+1 ≤ 0

und analog

s2n+1 − s2n−1 =

2n+1∑
k=1

(−1)kak −

2n−1∑
k=1

(−1)kak = a2n−1 − a2n+1 ≥ 0,

sowie
s2n+1 − s2n = −a2n+1 ≤ 0 ⇔ s2n+1 ≤ s2n.

Damit ist s2n eine monton fallende Teilfolge, die nach unten durch s1 beschränkt
ist und s2n+1 eine monoton steigende Teilfolge, die nach oben durch s2 be-
schränkt ist. Damit konvergieren beide Teilfolgen nach Proposition 3.43 und die
Grenzwerte müssen dieselben sein, da

lim
n→∞ s2n+1 − lim

n→∞ s2n = − lim
n→∞a2n+1 = 0,

und a eine Nullfolge ist. �

Korollar 3.60 Die alternierende harmonische Reihe
∞∑
k=1

(−1)k
1

k

konvergiert.

Satz 3.61 (Cauchyscher Verdichtungssatz) Ist a ≥ 0 und monoton fallend, dann
konvergiert Σa genau dann, wenn die verdichtete Reihe

∞∑
k=1

2ka2k

konvergiert.

Übung 3.9 Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz. Hinweis: Sehen
Sie sich die Beweise aus Satz 3.51 und 3.52 noch einmal genau an. Kann man
den Verdichtungssatz verallgemeinern? ♦

Richtig ”brave“ Reihen konvergieren aber nicht nur, sondern haben noch mehr
zu bieten.
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Definition 3.62 (Absolute Konvergenz) Eine ReiheΣa heißt absolut konvergent,
wenn die Reihe

Σ|a| :=

∞∑
k=1

|ak|

konvergiert.

Proposition 3.63 Jede absolut konvergente Reihe konvergiert, die Umkehrung gilt
nicht.

Beweis: Ist Σa absolut konvergent, dann sagt das Cauchy–Kriterium aus
Satz 3.48, daß es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈N gibt, so daß für alle n0 ≤ m ≤ n

ε >

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m

|ak|

∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑

k=m

|ak|

ist und dank der Dreiecksungleichung ist dann auch für dieselben ε, n0 und
m,n ∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=m

ak

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m

|ak| < ε

und nach Satz 3.48 konvergiert damit auch Σa. Daß die Umkehrung nicht gilt,
zeigt die harmonische Reihe. �

Satz 3.64 (Quotientenkriterium) Ist a ∈ `(N) eine Folge für die es n0 ∈ N und
θ < 1 gibt, so daß53

an , 0,

∣∣∣∣∣an+1an

∣∣∣∣∣ ≤ θ, n ≥ n0, (3.34)

erfüllt ist, dann konvergiert die Reihe Σa absolut.

Beweis: Für n ≥ n0 folgt aus (3.34), daß

|an| ≤ θ|an−1| ≤ θ
2|an−2| ≤ · · · ≤ θ

n−n0 |an0 |

und somit

n∑
k=1

|ak| =

n0−1∑
k=1

|ak|+

n∑
k=n0

|ak| =: s ′n0−1 +

n∑
k=n0

θk−n0 |an0 |

= s ′n0−1 + |an0 |

n−n0∑
k=0

θk|an0 | ≤ s
′

n0−1
+ |an0 |

∞∑
k=0

θk|an0 | = s
′

n0−1
+
an0
1− θ

,

so daß die Folge der Partialsummen beschränkt ist und damit Σ|a| konvergiert.
�

53Man beachte, daß die erste Bedingung in (3.34) keine wirkliche Einschränkung ist, denn
Folgenglieder mit an = 0 tragen nichts zur Reihe bei und sind deswegen für Konvergenz
uninteressant, so daß man immer eine Teilfolge aσ wählen könnte, für die aσ(n) , 0, n ∈N, ist
und für die Σa = Σaσ gilt.
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Beispiel 3.65

1. Die Reihe
∑
2−nn2 konvergiert, denn es ist

2−n−1(n+ 1)2

2−nn2
=
1

2

(n+ 1)2

n2
<
8

9

falls n ≥ 3.

2. Die harmonische Reihe erfüllt zwar∣∣∣∣∣an+1an

∣∣∣∣∣ = n

n+ 1
< 1

für alle n ∈ N, ist aber nicht konvergent, denn es gibt kein θ < 1, für das der
Quotient unabhängig von n durch θ beschränkt ist.

3. Die konvergente Reihe
∑
1/k2 erfüllt ebenfalls nicht das Quotientkriterium, da∣∣∣∣∣an+1an

∣∣∣∣∣ = n2

(n+ 1)2

ebenfalls beliebig nahe an 1 herankommt. Das Quotientenkriterium ist also le-
diglich eine hinreichende Bedingung, wenn es nicht erfüllt ist, so sagt das erst
einmal nichts.

Definition 3.66 (Umordnung) Eine Umordnung ist eine bijektive54 Abbildung τ :
N→N. Die Folge aτ ist dann definiert durch

(aτ)n := aτ(n), n ∈N.

Übung 3.10 Zeigen Sie: Ist a eine konvergente Folge, dann ist auch jede Um-
ordnung aτ konvergent und es gilt

lim
n→∞an = lim

n→∞aτ(n).
♦

Definition 3.67 Eine Reihe Σa heißt unbedingt konvergent55, wenn jede Umord-
nung Σaτ ebenfalls konvergent ist.

Proposition 3.68 Jede absolut konvergente Reihe ist unbedingt konvergent.

Beweis: Zu jedem ε > 0 gibt es ein n0 ∈Nmit

∞∑
k=n

|ak| < ε, n ≥ n0.

54Und daher normalerweise nicht monoton steigende!
55Auf Englisch ”unconditionally convergent“.
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Sein nun n1 so groß, daß

{1, . . . , n0} ⊆ {τ(1), . . . , τ(n1)}

dann ist, für n ≥ n1
n∑
k=1

|aτ(k)| ≥

n0∑
k=1

|ak|

und daher,

0 ≤

∞∑
k=1

|ak|−

n∑
k=1

|aτ(k)| ≤

∞∑
k=1

|ak|−

n0∑
k=1

|ak| =

∞∑
k=n0+1

|ak| < ε

was nichts anderes ist als die absolute Konvergenz der Reihe gegen denselben
Grenzwert wie der von Σ|a|. �

Bisher war alles ziemlich so wie erwartet, jetzt aber gönnen wir uns einmal ein
etwas kontraintuitives Resulta: Wenn eine Reihe nicht absolut konvergent ist,
dann können Umordnungen einiges anrichten.

Satz 3.69 (Riemannscher Umordnungssatz) Ist Σa eine konvergente, aber nicht
absolut konvergente Reihe, dann gibt es zu jedem s ∈ R eine Umordnung τ, so daß

∞∑
k=1

aτ(k) = s

ist.

Beweis: Wir nehmen wieder an, daß an , 0, n ∈ N, erfüllt ist, und definieren,
für x ∈ R

x+ :=
x+ |x|

2
= max{x, 0} und x− :=

x− |x|

2
= min{x, 0}.

Da a keine Nullen als Folgenglieder hat, sind a+ und a−, die komponentenweise
so gebildet werden, zwei Teilfolgen von a, die zusammen gerade a ergeben.

Dann ist

Σa = Σa+ + Σa− und Σ|a| = Σa+ − Σa−

und wäre Σa+ konvergent, dann wäre nach Annahme und Korollar 3.58 auch
Σa− = Σ(a − a+) konvergent und damit ebenfalls Σ|a| = Σ(a+ − a−), und das
wäre ein Widerspruch. Dasselbe Argument gilt auch für Σa− und da Σa+ eine
Reihe ist, die nur aus nichtnegativen Zahlen besteht, bzw. Σa+ eine Reihe, die
nur aus negativen Elementen besteht, ist

∞∑
k=1

a+
k
=∞, ∞∑

k=1

a−
k
= −∞. (3.35)
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Nun sei n1 der kleinste Index, so daß

s+
1
:=

n1∑
k=1

a+
k
> s

gilt. So einen Index muss es nach (3.35) geben. Als nächstes wählen wir m1 als
kleinsten Index, für

s−
1
:=

n1∑
k=1

a+
k
+

m1∑
k=1

a−
k
< s

erfüllt ist. Die beiden ”Restreihen“
∞∑

k=n1+1

a+
k

und
∞∑

k=m1+1

a−
k

divergieren immer noch wie in (3.35) und daher gibt es auch wieder ein kleinstes
n2 mit

s+
2
:=

n1∑
k=1

a+
k
+

m1∑
k=1

a−
k
+

n2∑
k=n1+1

a+
k
> s,

ein kleinstesm2 mit

s−
2
:=

n1∑
k=1

a+
k
+

m1∑
k=1

a−
k
+

n2∑
k=n1+1

a+
k
+

m2∑
k=m1+1

a−
k
< s,

und so weiter. Das liefert eine Umordnung aτ von a in

(a+)1, . . . , (a
+)n1 , (a

−)1, . . . , (a
−)m1 , (a

+)n1+1, . . . , (a
+)n2 , (a

−)m1+1, . . .

bei denen zumindest einige Partialsummen um s herum kreisen. Wegen der
Minimalität der Indizes ist

s+
1
− a+

n1
≤ s ⇒ s < s+

1
≤ s+ a+

n1

und entsprechend

s−
1
− a−

m1
≥ s ⇒ s > s+

1
≥ s+ a−

n1

und so weiter, was uns

|s±j − s| ≤ |a±nj |, j ∈N, (3.36)

liefert, also
lim
j→∞ s±j = s. (3.37)

Die ReiheΣa konvergiert und erfüllt daher das Cauchy–Kriterium aus Satz 3.48,
d.h. zu jedem ε > 0 gibt es n0, so daß∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=m

ak

∣∣∣∣∣∣∣ < ε, m,n ≥ n0.
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Wählen wir nun j so, daß nj ≥ n0 undmj ≥ n0 ist, dann sind alle Indizes die in∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m

aτ(k)

∣∣∣∣∣∣∣ , m, n ≥ nj +mj

auftauchen, gröser als n0 und daher muss die Summe im Betrag < ε sein. Mit
anderen Worten: Σaτ ist konvergent und dann muss s nach Proposition 3.42 der
Grenzwert sein. �

Korollar 3.70 Eine konvergente Reihe ist genau dann unbedingt konvergent wenn
sie absolut konvergent ist. Die unendliche Summation ist also im allgemeine nicht
kommutativ56.

3.7 Produkte von Reihen und die eulersche Zahl
Nun fehlt uns nur noch das Produkt von zwei Reihen Σa · Σb. Nach Satz 3.69
ist es sicherlich sinnvoll, sich von Ordnung und Reihenfolge freizumachen, also

”nur“ absolut konvergente Reihen zu verwenden. Wegen ∞∑
j=1

aj


 ∞∑
k=1

bk

 = ∞∑
j,k=1

ajbk =:

∞∑
k=1

pk

wobei die Produktreihe Σp aus eine Abzählung der Produkte ajbk besteht, also
pn = aj(n)bk(n), n ∈N.

Satz 3.71 Sind Σa und Σb absolut konvergente Reihen, dann konvergiert jede Pro-
duktreihe Σp absolut und es gilt

∞∑
k=1

pk =

 ∞∑
j=1

aj


 ∞∑
k=1

bk

 .
Beweis: FürN ∈N setzen wirm = max{j(n) : 1 ≤ n ≤ N} undm ′ = max{k(n) :
1 ≤ n ≤ N} und erhalten

N∑
n=1

|pn| =

N∑
n=1

|aj(n)| |bk(n)| ≤

m∑
j=1

m ′∑
k=1

|aj| |bk| =

 m∑
j=1

|aj|


 m ′∑
k=1

|bk|


≤

 ∞∑
j=1

|aj|


 ∞∑
k=1

|bk|

 ,
die Partialsummen vonΣ|p|bilden also eine monoton steigende und beschränkte
Folge, die nach Proposition 3.43 konvergieren muss. �

56Was uns zeigt, daß wir uns vor der naiven Annahme hüten sollten, daß eine Eigenschaft
endlicher Operationen so einfach ”per Grenzwert“ auch dann gültig bleibt, wenn sie unendlich
oft durchgeführt wird.
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Die Produktreihe ist ja eine Abzählung der einzelnen Produkte und die natürliche
Vorgehensweise dafür ist so wie im ersten Cantorschen Diagonalverfahren, bei
der die Produktreihe als Cauchyprodukt57 ∞∑

j=0

aj


 ∞∑
j=0

bj

 = ∞∑
n=0

cn, cn :=

n∑
k=0

akbn−k (3.38)

geschrieben werden.
Zum Abschluss noch ein bisschen was zur magischen Zahl e, die auch euler-

sche Zahl genannt wird. Dazu brauchen wir die Fakultät n! einer Zahl n ∈ N,
die als

n! = n (n− 1)! = n(n− 1) · · · 1, 0! = 1,

definiert ist.

Proposition 3.72 (Eulersche Zahl) Für jedes x ∈ R konvergiert58 die Reihe

exp(x) :=
∞∑
n=0

xn

n!
(3.39)

absolut.

Beweis: Wir verwenden das Quotientenkriterium aus Satz 3.64 und die Tatsa-
che, daß ∣∣∣∣∣an+1an

∣∣∣∣∣ = |x|

n+ 1

für n ≥ |x| durch θ = |x|/(1 + |x|) < 1 unabhängig von n beschränkt werden
kann. �

Definition 3.73 Die eulersche Zahl e ist definiert als

e := exp(1) =
∞∑
n=0

1

n!
(3.40)

Proposition 3.74 Für x ∈ R und n ∈N gilt

1. exp(x+ y) = exp(x) · exp(y).

2. exp(−x) = 1/ exp(x).

3. exp(n) = en.
57Hier ist es geschickter, die Reihen ausgehend von 0 zu numerieren. Apropos: ”nummerieren“

kommt eher von ”dumm“ als vom lateinischen Wort ”numerus“.
58Unter Verwendung der Konvention 00 = 1.
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Lemma 3.75 Für den Binomialkoeffizient(
n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
, 0 ≤ k ≤ n,

gilt die allgemeine binomische Formel

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k. (3.41)

Beweis: Man beweist (3.41) per Induktion:

(x+ y)1 = x+ y =

(
1

0

)
x+

(
1

1

)
y,

und erhält unter Verwendung der Konvention
( n
−1

)
=

( n
n+1

)
= 0,

(x+ y)n+1 = (x+ y) (x+ y)n = (x+ y)

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

=

n∑
k=0

(
n

k

)
xk+1yn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn+1−k

=

n+1∑
k=1

(
n

k− 1

)
xkyn+1−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn+1−k =

n+1∑
k=0

((
n

k− 1

)
+

(
n

k

))
xkyn+1−k,

woraus man mit der Rekursionsformel(
n

k− 1

)
+

(
n

k

)
=

n!

(k− 1)!(n+ 1− k)!
+

n!

k!(n− k)!

=

(
n+ 1

k

) (
k

n+ 1
+
n+ 1− k

n+ 1

)
︸                       ︷︷                       ︸

=1

=

(
n+ 1

k

)

des Binomialkoeffizienten den Induktionsschrit erhält. �

Beweis von Propsition 3.74: Für 1) verwenden wir (3.41), erhalten

exp(x+ y) =

∞∑
n=0

(x+ y)n

n!
=

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

=

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
xkyn−k =

∞∑
n=0

n∑
k=0

xk

k!

yn−k

(n− k)!︸                ︷︷                ︸
=:cn

und bemerken, daß cn ein Cauchyprodukt der beiden absolut konvergenten
Exponentialreihen ist. Nach Satz 3.71 konvergiert damit die Reihe von exp(x+y)
gegen das Produkt der Reihen von exp(x) und exp(y).
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2) und 3) sind direkte Konsequenzen von 1), denn es gilt ja

exp(x) exp(−x) = exp(x− x) = exp(0) =

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

xk

k!

∣∣∣∣∣∣∣
x=0

= 1+

∞∑
k=1

xk

k!

∣∣∣∣∣
x=0︸   ︷︷   ︸

=0

= 1

und
e1 = e, en+1 = e · en = exp(1) exp(n) = exp(n+ 1).

�

Übung 3.11 Zeigen Sie, daß exp(1/n) = e1/n = n
√
e und daß somit ex = exp(x)

für alle x ∈ Q gilt. ♦
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Alles andere als ein Sieg ist ja erst
einmal eine Niederlage.

Boris Becker, Januar 2014

Funktionen 4
Jetzt beschäftigen wir uns endlich mit Funktionen, genauer mit ihren reellwer-
tigen Vertretern.

Definition 4.1 (Funktion) Eine reellwertige Funktion f ist eine Abbildung von
einem Definitionsbereich D ⊂ R nach R.

Beispiel 4.2 Als typisches Beispiel für eine elementare Funktion f kann man ein
Polynom

f(x) =

n∑
j=0

ajx
j, x ∈ R,

eine trigonometrische Funktion f(x) = sin(x) bzw. f(x) = cos(x), oder die Expo-
nentialfunktion f(x) = exp(x) angeben. Das mit dem DefinitionsbereichD wird z.B.
für f(x) = 1/x interessant, wo man tunlichst 0 ∈ D vermeinden sollte.

4.1 Funktionen + Grenzwerte = Stetigkeit
Der grundlegende Funktionstyp in der Analysis sind diejenigen Funktionen,
die man ”in einem Strich“ zeichnen kann.

Definition 4.3 Eine Funktion f heißt stetig an der Stelle x, wenn es zu jedem ε > 0

ein δ > 0 gibt, so daß

x, x ′ ∈ D, |x ′ − x| < δ ⇒ |f(x ′) − f(x)| < ε (4.1)

gilt. Die Funktion heißt stetig auf D, wenn sie stetig an jeder Stelle x ∈ D ist. Die
stetigen Funktionen auf D bezeichnen wir mit C(D).

Es gibt einige Arten, Stetigkeit anschaulich zu beschreiben. Eine ist, daß kleine
Änderungen im Argument auch nur zu kleinen Änderungen des Funktions-
wertes führen können59, eine andere ist, daß stetige Funktionen lokal konstant
sind: Zoomt man nahe genug an die Stelle x heran, so ändert sich die Funktion
dort nicht.

Oder man macht es gleich mathematisch präzise und sagt, daß Funktions-
auswertung und Grenzwertbildung vertauscht werden können.

59Was man als eine Art ”Stabilität“ der Funktion interpretieren könnte
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Satz 4.4 (Stetigkeit) Eine Funktion f : D→ R ist genau dann stetig an der Stelle x∗,
wenn für jede Folge xn in D mit Grenzwert x∗ ∈ D

lim
n→∞ f(xn) = f(x∗). (4.2)

erfüllt ist.

Bemerkung 4.5 Man kann Stetigkeit auch kurz und knapp als

lim
n→∞ f(xn) = f( lim

n→∞ xn) (4.3)

schreiben, wenn man Voraussetzungen wir die Existenz des Limes in D mal dezent
beiseite lässt.

Beweis von Satz 4.4: Für ”⇒“ sei f stetig an x∗ und x eine Folge, die gegen
x∗ konvergiert. Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 mit |f(x∗) − f(x ′)| < ε,
|x∗−x ′| < δ und außerdem ein n0 ∈N, so daß |xn−x

∗| < δ für n ≥ n0. Das heißt:

|f(xn) − f(x
∗)| < ε, n ≥ n0, also lim

n→∞ f(xn) = f(x∗).
Die Richtung ”⇐“ zeigen wir durch Beweis der Negation, also daß für jede nicht
stetige Funktion auch die Grenzwerteigenschaft (4.2) nicht erfüllt ist. Ist also f
nicht stetig, also unstetig an x∗, dann existiert ein ε > 0, so daß es zu jedem δ > 0

ein x ′ ∈ D mit |x ′ − x∗| < δ aber |f(x ′) − f(x∗)| ≥ ε gibt. Setzen wir nun δ = 1
n

, so
liefert das Punkte xn ∈ Dmit |xn − x∗| < 1

n
, also

lim
n→∞ xn = x∗,

aber gleichzeitig |f(xn) − f(x
∗)| ≥ ε, so daß die Folge f(xn) sicherlich nicht gegen

f(x∗) konvergiert. �

Da xn → x∗ genau dann wenn xn − x∗ eine Nullfolge ist, können wir Satz 4.4
noch ein wenig umschreiben.

Korollar 4.6 (Stetigkeit revisited) Eine Funktion f ist genau dann stetig an x∗, wenn
für jede Nullfolge h mit x∗ + h = {x∗ + hn : n ∈N} ⊂ D

lim
n→∞ f(x∗ + hn) = f(x∗)

erfüllt ist.

Das Konzept ”Konvergenz aller Folgen“ führt dann auch zu einem verallgemei-
nerten Grenzwertbegriff in Funktionen.

Definition 4.7 Für x ∈ D und c ∈ R schreiben wir

lim
y→x f(y) = c, (4.4)
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wenn für jede Folge a ∈ D mit liman = x die Beziehung

lim
n→∞ f(an) = c

erfüllt ist. Gilt das nur für alle a ≥ x, so ist die ein einseitiger Grenzwert und wir als

lim
y↘x f(y) oder lim

y→x+ f(y)
geschrieben. Analog schreiben wir für Restriktion a ≤ x

lim
y↗x f(y) oder lim

y→x− .f(y)
Als nächstes ein Begriff, der zuerst einmal mit der Stetigkeit nichts zu tun zu
haben scheint, den wir aber noch sehr gut brauchen können.

Definition 4.8 (Supremum und Infimum) Das Supremum y = supD einer Men-
ge D ⊂ R ist die kleinste obere Schranke von D, also diejenige Zahl, die

1. D ≤ y, d.h. x ≤ y, x ∈ D, (obere Schranke)

2. es gibt kein y ′ < y mit D ≤ y ′ (kleinste obere Schranke)

erfüllt. Existiert kein solches y, so schreiben wir supD =∞. Analog ist das Infimum
infD die größte untere Schranke von D.

Übung 4.1 Zeigen Sie: Für jede Menge D ⊆ R ist infD ≤ supD. ♦

Bemerkung 4.9 Supremum und Infimum können, müssen aber nicht zur Menge D
gehören. Das einfachste Beispiel sind [−1, 1] vs. (−1, 1). In beiden Fällen ist infD = −1,
supD = 1, aber im ersten Fall gehören die beiden zu D (und damit existieren auch
minD und maxD), während im zweiten Fall weder Infimum noch Supremum zu D
gehören und daher auch minD und maxD nicht existieren.

Proposition 4.10 (Existenz von sup und inf) IstD nach oben beschränkt, dann exi-
stiert supD, ist D nach unten beschränkt, so existiert infD.

Beweis: Wir beweisen nur den Fall des Supremums, das Infimum funktioniert
identisch. Um Trivialitäten auszuschließen, sei außerdem D , ∅. Nach Voraus-
setzung gibt es daher K ∈ R mit D ≤ K und mindestens x ∈ D und es ist x ≤ K.
Wir setzen a0 = x, b0 = K und konstruieren eine Folge von Intervallen In, n ≥ 0,
folgendermaßen: Wir bilden cn = 1

2
(an + bn) und setzen60

(an+1, bn+1) =

{
(an, cn), cn ≥ D,

(cn, bn), sonst. (4.5)

Dann ist immer an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn, sowie |In| = 2−n(K − x), n ∈ N0 und es
gilt immer bn ≥ D. Die Folge b ist monoton fallend, nach unten beschränkt und
konvergiert daher gegen eine obere SchrankeyvonD. Wärey ′ < y ebenfalls eine
obere Schranke von D, dann ist jedes x ∈ [y ′, y] ebenfalls eine obere Schranke,
denn D ≤ y ′ ≤ x impliziert ja D ≤ x. Wählen wir jedoch n so groß, daß
2−n < y − y ′ ist, dann ist y ′ < an, was einen Widerspruch darstellt, da an per
Konstruktion gerade keine obere Schranke von D ist. �

60Das sind jetzt keine offenen Intervalle, sondern Paare.
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Bemerkung 4.11 So ganz einfach ist das mit Suprema und Infima nicht wirklich, denn
die Mengen können auch sehr löchrig sein, wie beispiel die Cantor–Menge

D = [0, 1] \

 ∞⋃
n=1

[
1

3n
,
2

3n

] ,
bei der aus jedem der Intervalle [1, 3−n] jeweils die Mitte herausgeschnitten wird. Es ist
immer noch infD = minD = 0, aber um die Null herum wird es ”dünn“.

Mit Hilfe des Supremums kann man den Stetigkeitsbegriff auch quantifizieren.

Definition 4.12 (Stetigkeitsmodul) Der Stetigkeitsmodulω(f, δ) ist definiert als

ω(f, δ) = sup{|f(x ′) − f(x)| : x, x ′ ∈ D, |x− x ′| ≤ δ}. (4.6)

Der Stetigkeitsmodul betrachtet nun die Stetigkeit allerdings in globaler Form,
wir brauchen also eine globale Variante.

Definition 4.13 (Gleichmäßige Stetigkeit) Die Funktion f heißt gleichmäßig ste-
tig auf D ⊂ R, wenn es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt, so daß

|x ′ − x| < δ ⇒ |f(x ′) − f(x)| < ε

erfüllt ist.

Bemerkung 4.14 Der Unterschied zwischen der Stetigkeit und gleichmäßiger Stetig-
keit ist also, daß im ersten Fall δ = δ(x) vom Punkt x ∈ D abhängen darf, wohingegen
es im zweiten Fall ein globales δ für alle x ∈ D geben muss.

Übung 4.2 Zeigen Sie: f ist genau dann gleichmäßig stetig auf D, wenn

lim
n→∞ω(f, δn) = 0

für jede Nullfolge δ gilt. ♦

Das folgenden Resultat ist eine direkte Folgerung aus den Definitionen, aber
man sollte es zumindest einmal gesagt haben.

Satz 4.15 Jede auf D gleichmäßig stetige Funktion ist stetig an jedem x ∈ D. Die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht61

Beispiel 4.16 Die Funktion f(x) = exp(x) ist stetig aber nicht gleichmäßig stetig auf
R.

61Korrekter wäre: Nicht immer. Aber dazu später mehr.
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Beweis: Wir betrachten

exp(x+ h) − exp(x) = exp(x) exp(h) − exp(x) = exp(x) (exp(h) − 1)

sowie

exp(y) =
∞∑
n=0

yn

n!
= 1+

∞∑
n=1

yn

n!
⇒ exp(y) > 1, y > 0,

und wegen exp(y) exp(−y) = 1 folgt insgesamt

0 < exp(y) und exp(y)


> 1, y > 0,

= 1, y = 0,
< 1, y < 0

(4.7)

Ausserdem ist

| exp(y) − 1| =

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

yn

n!

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |y|

∞∑
n=1

|y|n−1

n!
= |y|

∞∑
n=0

|y|n

(n+ 1)!
≤ |y|

∞∑
n=0

|y|n

n!

= |y| exp(|y|),

so daß für jede Nullfolge hmit62 h ≤ K die Grenzwertaussage63

lim
n→∞ |exp(hn) − 1| ≤ lim

n→∞ |hn| exp(|hn|) ≤ lim
n→∞ |hn| exp(|K|) = 0,

derentwegen

lim
n→∞ | exp(x+ hn) − exp(x)| = exp(x) lim

n→∞ |exp(hn) − 1| , x ∈ R,

gilt, das nötige δ für die Beschränkung von h hängt aber wegen des Faktors
exp(x) von der Stelle x ab, weswegen die Stetigkeit nicht gleichmäßig ist. �

Übung 4.3 Zeigen Sie: Jede Nullfolge ist beschränkt. ♦

Definition 4.17 (Operationen auf Funktionen) Für Funktionen f, g sind die Funk-
tionen f ± g, f · g und f/g definiert durch

(f ± g)(x) := f(x) ± g(x), (f · g)(x) := f(x)g(x), (f/g)(x) :=
f(x)

g(x)
.

Aus den Rechenregeln für Folgen und deren Grenzwert folgt dann unmittelbar
die folgende Beziehung für stetige Funktionen.

62Siehe Übung 4.3.
63Genau genommen verwenden wir hier die Monotonie von exp(x): Für y > 0 ist

exp(x+ y) = exp(x) exp(y)︸    ︷︷    ︸
>1

> exp(x), x ∈ R.
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Satz 4.18 (Stetige Funktionen) Sind f, g ∈ C(D), so sind auch f ± g ∈ C(D) und
f · g ∈ C(D). Die stetigen Funktionen bilden also insbesondere einen Vektorraum64.
Ist g(x) , 0, so ist f/g stetig an der Stelle x.

Satz 4.19 Sind f, g ∈ C(D) mit g(D) ⊆ D, so ist auch f ◦ g = f(g(·)) ∈ C(D).

Beweis: Sei a ⊂ D eine konvergente Folge mit liman = x, dann ist auch
b = (g(an) : n ∈N) ⊂ D eine konvergente Folge mit

b∗ := lim
n→∞bn = lim

n→∞g(an) = g(x)
und damit dann auch

lim
n→∞ f(bn) = f(b∗) = f(g(x)) = (f ◦ g)(x),

wie behauptet. �

4.2 Bisektion und der Zwischenwertsatz
Die ”intuitive“ Definition stetiger Funktion ist ja immer noch, daß man die
Funktion ”in einem Strich“ zeichnen kann. Die formale Version dieser Intuition
ist der Zwischenwertsatz, den wir in diesem Kapitel beweisen werden und zwar
als Konsequenz eines einfachen Verfahrens zum Auffinden einer Nullstelle
einer Funktion, also einer Stelle x ∈ D, für die f(x) = 0 ist.

Von nun an verwenden wir der Einfachheit nur noch Intervalle als Definiti-
onsbereich und schreiben dann C[a, b] bzw. C(a, b) für die stetigen Funktionen
auf abgeschlossenen65 und offenen66 Intervallen, die Notation für Mischformen,
also halboffene67 Intervalle, ergibt sich dann von selbst. Schreiben wirC(I), dann
ist I ein Intervall, bei dem es egal ist, ob es offen, halboffen oder abgeschlossen
ist.

Satz 4.20 (Nullstellensatz) Ist f ∈ C(I) und gibt es Punkte x+ und x− mit f(x+) ≤ 0
und f(x−) ≤ 0, dann gibt es ein x ∈ I, so daß

x ∈ [min{x−, x+},max{x−, x+}] und f(x) = 0. (4.8)

Beweis: Wir konstruieren wieder einmal eine Intervallschachtelung. Dazu set-
zen wir a0 = x−, b0 = x+ und nehmen an, daß a0 < b0 ist. Denn wäre a0 = b0,
dann tut es x = a0 = b0, da dann 0 ≤ f(x) ≤ 0 sofort f(x) = 0 liefert. Ist hingegen
a0 > b0, dann ersetzen wir f durch −f, was für die Frage nach Nullstellen keine
Rolle spielt, da f(x) = 0 genau dann erfüllt ist, wenn (−f)(x) = 0 ist.

64Genau genommen bilden sie sogar eine Algebra, das ist eine Menge, in der man addieren
und multiplizieren kann.

65Das Intervall I = [a, b] bezeichnet man als abgeschlossen, weil mit jeder Cauchyfolge
x ⊂ [a, b], d.h. a ≤ xn ≤ b, n ∈N, auch deren Grenzwert in I liegt.

66Das Intervall I = (a, b) nennt man offen, weil es zu jedem x ∈ I auch ein ε > 0 gibt, so daß
{x ′ ∈ I : |x − x ′| < ε} ⊂ I erfüllt ist. Richtig lernt man die Begriffe ”offen“ und ”abgeschlossen“
dann in Analysis 2 kenne, wenn man sich ein wenig mehr mit Topologie beschäftigt.

67Die sind dann erstaunlicherweise weder offen noch abgeschlossen.
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Es gilt also f(a0) ≤ 0 ≤ f(b0) und wir bilden nun durch Bisektion Folgen
an, bn, n ∈N, mit

f(an) ≤ 0 ≤ f(bn) und |bn − an| ≤ 2
−n|b0 − a0|, n ∈N, (4.9)

was für n = 0 per Annahme trivialerweise erfüllt ist. Nehmen wir an, es gelte
für irgendein n, dann setzen wir68 cn = 1

2
(an + bn) und

an+1 :=

{
an, f(cn) ≥ 0,
cn, f(cn) ≤ 0,

bn+1 :=

{
cn, f(cn) ≥ 0,
bn, f(cn) ≤ 0,

so daß (4.9) auch fürn+1 erfüllt ist. Da a eine monoton steigenden Folge in I ist,
existiert ein Grenzwert a∗ := liman und wegen f(an) ≤ 0 ist auch lim f(an) ≤ 0.
Analog gibt es ein b∗ = limbn mit lim f(bn) ≥ 0. Da außerdem

lim
n→∞(bn − an) = 0,

folgt a∗ = b∗ =: x und die Stetigkeit von f liefert

0 ≤ lim
n→∞ f(bn) = f(x) = lim

n→∞ f(an) ≤ 0 ⇒ f(x) = 0,

wie behauptet. �

Die hier vorgestellte Methode, die auf der Basis der beiden Stellen x+, x− mit
f(x+)f(x−) ≤ 0 die Nullstelle annähert, nennt man Bisektionsverfahren. Dieses
ist die einfachste Methode, eine Nullstelle einer Funktion zu bestimmen – es gibt
zwar schnellere wie das Newton–Verfahren69, aber die haben andere Probleme.
Mehr zu derartigen Verfahren lernt man in Vorlesungen zur Numerischen Ma-
thematik, siehe z.B. [20].

Korollar 4.21 (Zwischenwertsatz) Sie f ∈ C(I) und x, x ′ ∈ I. Dann gibt es zu jedem
c zwischen f(x) und f(x ′) ein y zwischen x und x ′, so daß f(y) = c ist.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall x ≤ x ′ und f(x) ≤ f(x ′), alle anderen Fälle70

funktionieren analog. Mit g := f− c ist dann

g(x) = f(x) − c ≤ 0 ≤ f(x ′) − c = g(x ′)

und nach Satz 4.20 gibt es ein y ∈ [x, x ′] mit g(y) = 0, also f(y) = c. �

4.3 Abgeschlossene Intervalle
Wie Folgen können natürlich auch Funktionen beschränkt sein.

Definition 4.22 (Beschränktheit) Eine Funktion f : D → R heißt nach oben be-
schränkt, wenn es einK ∈ R gibt, so daß f(x) ≤ K, x ∈ D, ist, nach unten beschränkt,
wenn f(x) ≥ K, x ∈ D, gilt und beschränkt, wenn |f(x)| ≤ K.

68Und das sollte jetzt eigentlich niemanden mehr überraschen.
69Wir kennen bereits eine Ausprägung des Newton–Verfahrens, nämlich das Heron–

Verfahren.
70Es sind maximal drei!
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Satz 4.23 Ist I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall und f ∈ C(I), dann ist f be-
schränkt und es gibt eine Maximalstelle x+ und eine Minimalstelle x− mit

f(x−) ≤ f(x) ≤ f(x+), x ∈ I.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung für Beschränktheit nach oben und das
Maximum, Beschränktheit nach unten und Minimum laufen wieder analog. Sei
y = sup{f(x) : x ∈ I}. Dann gibt es eine Folge a ⊂ Imit

y = lim
n→∞ f(an).

Ist nämlich y = ∞, dann muss es an geben mit f(an) ≥ n, ist y endlich und
f(an) < y, dann muss es, da das Supremum die kleinste obere Schranke ist, auch
ein an+1 ≤ y geben71 mit

|y− f(an+1)| ≤
1

2
|y− f(an)|.

Die Folge der an ist beschränkt, a ≤ an ≤ b und enthält damit eine in R
konvergente Teilfolge aσ. Da a ≤ aσ(n) ≤ b ist auch72

a ≤ x := lim
n→∞aσ(n) ≤ b ⇒ x ∈ I,

und damit ist wegen der Stetigkeit von f

y = lim
n→∞ f(aσ(n)) = f

(
lim
n→∞aσ(n)

)
= f(x).

Im Falle ”y = ∞“ wäre das ein Widerspruch, denn ∞ ist kein Wert in R, im
anderen Fall ist

f(x) = max{f(x ′) : x ′ ∈ I}

und x die gesuchte Maximalstelle. �

Beispiel 4.24 Auf offenen Intervallen gilt Satz 4.23 im allgemeinen nicht73. Auf (0, 1)
ist die Funktion f(x) = 1/x unbeschränkt, sie wird für x→ 0 beliebig groß und die ganz
brave Funktion f(x) = x nimmt auf (0, 1) weder ihr Infimum, 0, noch ihr Supremum,
1, an.

Abgeschlossene Intervalle haben noch eine weitere schöne Eigenschaft: Auf
ihnen sind Stetigkeit und gleichmäßige Stetigkeit dasselbe. Die Eigenschaft,
die wirklich dahintersteckt, nennt sich Kompaktheit und wird uns ebenfalls
in Analysis 2 begegnen, wo wir lernen werden, daß im Endlichdimensionalen,
insbesondere in der eindimensionalen Welt von R, eine Menge genau dann
kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschränkt ist, also genau das, was
ein Intervall [a, b] tut und genau das, was wir im Beweis von Satz 4.23 wirklich
verwendet haben.

71Achtung: Auch wenn es wie eine Konstruktion aussieht, ist dieses ”Verfahren“ nicht wirklich
konstruktiv, wie man so ein an+1 nämlich wirklich bestimmen soll, ist alles andere als klar.

72Hier benutzt man, daß I abgeschlossen ist, denn sonst läge der Grenzwert möglicherweise
nicht in I.

73Zur Erinnerung: Wenn ein Mathematiker sagt ”. . . im allgemeinen ist xyz nicht richtig“, so
bedeutet das, daß es mindestens ein Beispiel gibt, so daß xyz nicht gilt.
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Satz 4.25 (Gleichmäßige Stetigkeit) Ist I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall,
dann ist f : I→ R genau dann auf I stetig, wenn f auf I gleichmäßig stetig ist.

Beweis: Da gleichmäßige Stetigkeit auf I stärker ist74 als Stetigkeit an jeder
Stelle von I, brauchen wir nur die Richtung ”⇒“ zu zeigen. Nehmen wir dazu
an, es gäbe ein stetiges f ∈ C(I), das nicht gleichmäßig stetig wäre. Das heißt, es
gäbe ein ε > 0 und Folgen a, b ⊂ I mit |an − bn| < 1

n
und |f(an) − f(bn)| > ε.

Nach dem Satz 3.38 von Bolzano–Weierstrass gibt es eine konvergene Teilfolge
aσ von a, mit

|aσ(n) − bσ(n)| <
1

σ(n)
≤
1

n
und lim

n→∞aσ(n) =: x

Damit konvergiert aber auch bσ gegen x und damit ist wegen der Stetigkeit von
f

f(x) = lim
n→∞ f(aσ(n)) = lim

n→∞ f(bσ(n)),
was zu dem Widerspruch

0 < ε ≤ lim
n→∞ |f(aσ(n)) − f(bσ(n))| =

∣∣∣∣ lim
n→∞ f(aσ(n)) − lim

n→∞ f(bσ(n))
∣∣∣∣

= |f(x) − f(x)| = 0

führt. �

Übung 4.4 Zeigen Sie: Die Funktion f : x 7→ |x| ist stetig. Was hat das mit dem
Beweis von Satz 4.25 zu tun? ♦

74Da man dann ein δ hat, das nicht von x abhängt.
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Für mich hat so eine Rechnung etwas
Schwindliges; als ob es ein Stück des
Weges weiß Gott wohin ginge. Das
eigentlich Unheimliche ist mir aber
die Kraft, die in solch einer Rechnung
steckt und einen so festhält, daß man
doch wieder richtig landet.

Robert Musil, Die Verwirrungen des
Zöglings Törleß

Mehr zur
Exponentialfunktion 5

In diesem Kapitel befassen wir uns ein wenig intensiver mit der Exponential-
funktion exp und den dadurch definierten elementaren Funktionen. Aber wir
werden natürlich deutlich mehr dabei lernen.

5.1 Monotonie und Umkehrfunktionen
Aus Beispiel 4.16 wissen wir, daß exp(y) > 1 für y > 0 und daher ist für x > x ′

exp(x) = exp(x ′ + x− x ′) = exp(x ′)︸     ︷︷     ︸
>0

>1︷          ︸︸          ︷
exp(x− x ′︸   ︷︷   ︸

>0

) > exp(x ′), (5.1)

weswegen die Funktion exp zu einer besonderen Klasse von Funktionen gehört.

Definition 5.1 (Monotone Funktionen) Eine Funktion f : I → R heißt monoton
steigend, wenn f(x) ≥ f(x ′), x > x ′, und streng monoton steigend, wenn f(x) >
f(x ′), x > x ′. Die Begriffe monoton fallend und streng monoton fallend definieren
sich analog.

Satz 5.2 (Umkehrfunktion) Ist f ∈ C(I), I = [a, b], eine stetige und streng mono-
ton steigende Funktion, dann existiert eine stetige und monoton steigende Umkehr-
funktion75 f−1 : f(I)→ I mit der Eigenschaft

(f−1 ◦ f)(x) = x, x ∈ I.

Beweis: Da für x , x ′ entweder x > x ′ und damit f(x) > f(x ′) oder x < x ′

und damit f(x) < f(x ′) gilt, ist f(x) , f(x ′), x , x ′, also ist f injektiv. Nach dem
Zwischenwertsatz, Satz 4.21, ist f(I) ebenfalls ein Intervall, und zwar

f(I) = [f(a), f(b)], I = [a, b],

75Man sollte die Umkehrfunktion nicht mit dem Reziprokwert 1/f von f verwechseln, der
ebenfalls gerne als f−1 geschrieben wird.
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und dasselbe entsprechend für (halb)offene Intervalle. Ausserdem sagt der Zwi-
schenwertsatz, daß f surjektiv auf f(I) ist. Damit ist f bijektiv und nach Lem-
ma 2.28 existiert die Umkehrabbildung f−1. Sei nun y ⊂ f(I) eine konvergente
Folge im Intervall f(I) mit yn = f(xn), xn ∈ I, n ∈ N, und limyn =: y. Wäre f−1

unstetig an y, dann gäbe es eine solche Folge yn → y und ein ε > 0, so daß

ε ≤ |f−1(yn) − f
−1(y)|

für unendlich viele n ∈N, so daß es eine Teilfolge yσ mit yσ → y, aber

|f−1(yσ(n)) − f
−1(y)| ≥ ε, n ∈N, (5.2)

gibt. Die Folge z =
(
f−1(yσ(n)) : n ∈N

)
ist beschränkt und besitzt nach Satz 3.38

eine konvergente Teilfolge zσ ′ = f−1(yσ ′◦σ)→ z∗ mit

f(z) = lim
n→∞ f(zσ ′) = lim

n→∞(f ◦ f−1)(yσ ′◦σ(n)) = lim
n→∞yσ ′◦σ(n) = y,

also f−1(y) = z, im Widerspruch zu (5.2). �

Übung 5.1 Zeigen Sie: (f−1)−1 = f. ♦

Übung 5.2 Gilt Satz 5.2 auch, wenn man ”nur“ Monotonie, aber nicht notwen-
digerweise strikte Monotonie fordert? ♦

Korollar 5.3 Satz 5.2 gilt auch, wenn man ”steigend“ durch ”fallend“ ersetzt.

Korollar 5.4 Auf jedem Intervall I ⊂ R besitzt die Exponentialfunktion f : x →
exp(x), eine Umkehrfunktion f−1, die als natürlicher Logarithmus log : R+ → R
bezeichnet wird. Es gilt die Funktionalgleichung

log(xy) = log x+ logy, x, y ∈ R+. (5.3)

Beweis: Nach (5.2) ist die Exponentialfunktion immer streng monoton steigend
und Existenz und Stetigkeit des Logarithmus folgen aus Satz 5.2. Für einen
Beweis von (5.3) setzen wir x = exp(ξ) und y = exp(η), so daß

xy = exp(ξ) exp(η) = exp(ξ+ η) ⇒ log(xy) = log exp(ξ+ η) = ξ+ η

sowie
log x = log exp ξ = ξ und logy = log expη = η,

was ganz genau (5.3) ergibt. �

Bemerkung 5.5 Oftmals wird in der Literatur auch ln für den natürlichen Logarith-
mus verwendet, die Terminologie ist nicht eindeutig. Wir kommen noch dazu.

Übung 5.3 Zeigen Sie:
lim
x→0 log x = −∞. (5.4)

Was ist die formal ganz korrekte Formulierung von (5.4)? ♦
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Korollar 5.6 Für n ∈ N besitzt die Potenzfunktion76 x 7→ xn mit I ⊆ R+ eine
Umkehrfunktion, die n–te Wurzel die als f−1(x) = x1/n oder f−1(x) = n

√
x geschrieben

wird.

Beweis: Da für x ≥ 0 und y > 0

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k = xn + yn︸︷︷︸

>0

+

n−1∑
k=1

(
n

k

)
xkyn−k︸    ︷︷    ︸
≥0

≥ xn

ist, ist f(x) = xn streng monoton steigend, nach Übung 5.4 stetig, und besitzt
damit nach Satz 5.2 eine stetige Umkehrfunktion. �

Übung 5.4 Folgern Sie aus der Identität

(x− y)n =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
xkyn−k,

daß die Funktion x 7→ xn an jeder Stelle x ∈ R stetig ist. ♦

5.2 Exponentialfunktionen

Nun beschäftigen wir uns noch ein wenig intensiver mit der Exponentialfunk-
tion und ihren lieben Verwandten.

Definition 5.7 (Allgemeine Exponentialfunktion) Für a ∈ R+ ist die allgemei-
ne Exponentialfunktion expa definiert als

expa(x) := exp(x loga), x ∈ R. (5.5)

Proposition 5.8 (Allgemeine Exponentialfunktion) Für a > 0 ist expa stetig
und es gilt

1. expa(x+ y) = expa(x) expa(y).

2. expa(n) = a
n, n ∈N.

3. expa(p/q) =
q
√
ap.

4. lim
n→∞ n

√
a = 1.

Beweis: Da expa = f ◦ g mit g(x) = x loga und f(x) = exp(x), ist expa nach
Satz 4.19 ebenfalls stetig. Der Rest ist schnell nachgerechnet: 1) folgt aus

expa(x+ y) = exp (loga(x+ y)) = exp(x loga) exp(y loga)
= expa(x) expa(y),

76Der englische Name ”power function“ klingt sportlicher und weniger protzig.
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2) folgt per Induktion aus

expa(1) = exp(loga) = a

und 1), und daraus ergibt sich schließlich, daß

ap = expa(p) = expa

(
q
p

q

)
= expa(p/q+ · · ·+ p/q︸                 ︷︷                 ︸

q

) =
(
expa(p/q)

)q
,

woraus wir nur noch auf beiden Seiten die q–te Wurzel ziehen müssen, um 3)
zu erhalten. Für 4) nutzen wir 3) in Form von

a1/n = expa

(
1

n

)
, n ∈N,

und die Stetigkeit der Funktion expa. �

Die Funktion expa ist stetig und inzwischen auf ganzQ definiert. Damit können
wir sie auf ganz R fortsetzen und erhalten damit eine Definition für ax, a ∈ R+,
x ∈ R. Die Rechenregeln für ax ergeben sich dann wie folgt.

Proposition 5.9 Für a, b ∈ R+ und x, y ∈ R gilt

1. ax+y = ax · ay.

2. (a · b)x = axbx.

3.
(
1
a

)x
= a−x.

Beweis: 1) kennen wir schon aus Proposition 5.8 und braucht nur den Grenzübergang

ax = lim
n→∞ expa

(
pn

qn

)
, lim

n→∞
pn

qn
= x,

2) ergibt sich aus

(ab)x = expab(x) = exp(x log(ab)) = exp (x(loga+ logb))
= exp(x loga) · exp(x logb) = expa(x) · expb(x) = a

x
· bx,

und 3) folgt aus
1 = 1x = (1/a · a)x = (1/a)x · ax.

�

Proposition 5.10 (Umkehrfunktion reloaded) Die Umkehrfunktion zu ax ist der
Logarithmus zur Basis a,

loga(x) :=
log x
loga

. (5.6)
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Beweis: Wir schreiben a = exp(loga) = eloga und damit

y := ax =
(
eloga

)x
= ex loga,

weswegen

x loga = logy ⇒ x =
logy
loga

sein muss. �

Bemerkung 5.11 Alle Logarithmen sind bis auf einen multiplikativen Faktor iden-
tisch, die Basis des Logarithmus, normalerweise 2, e oder 10 ist also nicht wirklich
relevant.

Exponentialfunktionen sind auch die einzigen Lösungen der Funktionalglei-
chung f(x+ y) = f(x)f(y).

Satz 5.12 Ist eine Funktion f ∈ C(R) Lösung der Funktionalgleichung

f(x+ y) = f(x)f(y), x, y ∈ R, (5.7)

dann ist entweder77 f ≡ 0 oder es gibt a ∈ R+ mit f(x) = ax, x ∈ R.
Umgekehrt sind die Funktionen f = 0 und f(x) = ax Lösungen von (5.7).

Beweis: Daß x 7→ ax die Gleichung (5.7) erfüllt, haben wir schon bewiesen, es
geht also nur um die Umkehrung, daß (5.7) auch f(x) = ax impliziert. Ist f , 0
eine Lösung von (5.7), dann gibt es ein xmit f(x) , 0 und damit ist

f(x) = f(x+ 0) = f(x)f(0) ⇒ f(0) = 1

sowie

a := f(1) = f
(
1

2
+
1

2

)
=

(
f

(
1

2

))2
≥ 0.

Wäre a = 0, dann ist auch

f(n) = 0n = 0, n ∈N,

und damit78, für p, q ∈N,

0 = f(p) = f

(
q
p

q

)
=

(
f

(
p

q

))q ⇒ f

(
p

q

)
= 0,

was aus Stetigkeitsgründen für jede Folge pn, qn mit limn→∞ pn
qn

= 0 den Wider-
spruch

1 = f(0) = lim
n→∞ f

(
pn

qn

)
= 0

77Die Notation f ≡ c steht für f(x) = c, x ∈ D.
78Ein argumentatorisches dejá vu . . .
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liefert. Also ist a > 0 und die Funktionalgleichung (5.7) liefert79, daß dann
f
(
p

q

)
=

q
√
ap sein muß. Der Rest ist Stetigkeit80.

Die zweite Aussage rechnet man leicht und unmittelbar nach. �

Als nächstes halten wir fest, daß die Exponential sehr schnell wächst, der Loga-
rithmus hingegen sehr langsam.

Lemma 5.13 (Grenzwerte) Für jedes k ∈N gilt

lim
x→∞

ex

xk
=∞, und lim

x→∞ x−k log x = 0. (5.8)

Beweis: Für x > 0 ist

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
>

xk+1

(k+ 1)!
⇒ ex

xk
>

x

(k+ 1)!
,

was für x → ∞ beliebig groß wird. Für die zweite Aussage sei R+ 3 xn → ∞
eine divergente Folge von positiven Zahlen. Dann81 ist auch die Folge yn :=
k log xn divergent gegen∞ und wenn wir xn als eyn/k, d.h., x−kn = e−kyn/k = e−yn

schreiben, dann ist

x−kn log xn = e−yn kyn = k

(
eyn

yn
,

)−1
,

und das konvergiert gemäß der ersten Abschätzung gegen Null. �

Bemerkung 5.14 (Doppelte Grenzwerte) Zum Abschluss stellen wir uns nochmals
die Frage, welchen Wert eigentlich 00 so hat. Wegen der beiden Grenzwerte

lim
a→0+ ax = 0, x ∈ R, und lim

x→0 ax = 1, x ∈ R,

kommen wir zu dem unbefriedigenden Ergebnis

lim
x→0 lim

a→0+ ax = lim
x→0 0 = 0 , 1 = lim

a→0+ 1 = lim
a→0+ lim

x→0 ax,
daß sowohl 1 also auch 0 ”sinnvolle“ Werte für 00 wären. Was wir wirklich lernen ist
aber:

1. 00 lässt man besser undefiniert.

2. Die Vertauschung von Grenzwertbildung in Funktionen mehrerer Variablen wie
hier (a, x) 7→ ax muß man sich genauer ansehen82, naives Vertauschen ist jeden-
falls verboten.

79Nun schon zum dritten Mal.
80Nicht Schweigen!
81Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion einer monoton steigenden Bijektion zwischen R

und R+.
82Was auch noch passieren wird.
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5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen
Ein kleiner Schönheitsfehler der reellen Zahlen besteht darin, daß man Wurzeln
oder generell Exponentiation der Form ax nur für positive Werte a bilden kann.
Das ist geometrisch nachvollziehbar, denn negative Flächen kann man sich nur
schwer vorstellen, siehe [17], aber mathematisch unbefriedigend.

Deswegen führt man die imaginäre Einheit i :=
√
−1 ein, die also die Ei-

genschaft
i2 = −1 (5.9)

hat. Diese Zahl gehört offensichtlich nicht zu R, also kann man sie als linear
unabhängig zu R, insbesondere zur Vektorraumbasis83 {1}. Betrachten wir nun
denR–VektorraumC, der von {1, i} erzeugt wird, dann kann man z ∈ C schreiben
als

z = 1 · x+ i · y = x+ iy, x, y ∈ R,

und es ist

z+ z ′ = (x+ iy) + (x ′ + iy ′) = (x+ x ′) + i(y+ y ′).

Man kann zwei Zahlen aber auch multiplizieren:

z · z ′ = (x+ iy) · (x ′ + iy ′) = xx ′ + ixy ′ + ix ′y+ i2︸︷︷︸
=−1

yy ′

= (xx ′ − yy ′) + i(xy ′ + x ′y).

Und siehe da: es funktioniert!

Satz 5.15 (Komplexe Zahlen) Die Menge R2 = {(x, y) : x, y ∈ R} bildet mit den
Rechenoperationen

(x, y) + (x ′, y ′) := (x+ x ′, y+ y ′) (5.10)
(x, y) · (x ′, y ′) := (xx ′ − yy ′, xy ′ + x ′y) (5.11)

einen Körper C mit den neutralen Elementen 0 = (0, 0) und 1 = (1, 0). R ist in C als
(R, 0) ⊂ C kanonisch eingebettet.

Definition 5.16 (Komplexe Zahlen) Der Körper C heißt Körper der komplexen
Zahlen. Eine komplexe Zahl z ∈ C schreibt man als

z = (x, y) = x+ iy, i = (0, 1),

und bezeichnet x = <z als Realteil von z, y = =z als Imaginärteil von z.

Beweis von Satz 5.15: Man überprüft die Körperaxiome nach Definition 2.1,
was alles ziemlich Standard ist. Der einzig interessante Teil ist, daß

(x, y)−1 =

(
x

x2 + y2
,

−y

x2 + y2

)
, (x, y) , 0,

83Ein kurzer Querverweis in die lineare Algebra: R ist ein R–Vektorraum mit Basis {1}.
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das multiplikative Inverse von x, y ist. Das kann man einfach nachrechnen,
aber man kann auch systematisch darauf kommen: Sucht man x ′, y ′ mit (x, y) ·
(x ′, y ′) = (1, 0), so führt das zu den Gleichungen

xx ′ − yy ′ = 1

yx ′ + xy ′ = 0
⇔ [

x −y
y x

]
︸        ︷︷        ︸

=:A

[
x ′

y ′

]
=

[
1

0

]
,

also [
x ′

y ′

]
= A−1

[
1

0

]
=

1

x2 + y2

[
x y

−y x

] [
1

0

]
=

1

x2 + y2

[
x

−y

]
,

wie behauptet. �

Übung 5.5 Zeigen Sie84

A =

[
a b

c d

] ⇒ A−1 =
1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
.

♦

Bemerkung 5.17

1. In der Algebra sind die komplexen Zahlen sehr wichtig, da sie, im Gegensatz zuR
ein algebraisch abgeschlossener Körper sind, in dem auch alle Wurzeln aller
Körperelemente enthalten sind, was dazu führt, daß polynomiale Gleichungs-
systeme immer lösbar sind.

2. Den Prozess, Wurzeln hinzuzunehmen, indem man Pärchen (x, y) ∈ K2 bildet,
als x +

√
ay interpretiert und die zusätzliche Rechenregel (

√
a)2 = a verwen-

det, bezeichnet man als Adjungieren dieser Wurzeln. Den resultierenden Körper
schreibt man dann alsK[

√
a] und er hat die Multiplikationsregel

(x, y) · (x ′, y ′) = (xx ′ + ayy ′, x ′y+ xy ′).

Das ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Computeralgebra, siehe [10, 18], und
weniger abgefahren als man denken mag: Man braucht solche Konzepte, um große
ganze Zahlen schnell auf dem Computer multiplizieren zu können.

Übung 5.6 Zeigen Sie, daß Q[
√
2] ein Körper ist. ♦

Definition 5.18 ZuC 3 z = x+ iy ist die komplex konjugierte Zahl als z := x− iy
und der Absolutbetrag als

|z| :=
√

z z =
√
x2 + y2 (5.12)

definiert.

84Sofern Sie schon Lineare Algebra hatten.
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Mit Hilfe der komplexen Konjugation und gegebenenfalls (5.11) sieht man so-
fort, daß z = z, z ± z ′ = z+ z ′, z z ′ = z · z ′ und vor allem

<z =
1

2
(z+ z), =z =

1

2i
(z− z). (5.13)

Wichtiger ist aber die Tatsache, daß der komplexe Absolutbetrag ein ”richtiger“
Absolutbetrag ist.

Lemma 5.19 Es gilt | · | : C→ R und

1. |z| ≥ 0 und |z| = 0 genau dann wenn z = 0,

2. |z · z ′| = |z| · |z ′|.

3. |z+ z ′| ≤ |z|+ |z ′|, z, z ′ ∈ C,

Beweis: 1) folgt sofort aus (5.12), 2) aus

|zz ′|2 = (zz ′)(zz ′) = z z ′ z z ′ = |z|2|z ′|2,

und für 3) bemerken wir zuerst, daß

|z| =
√
(<z)2 + (=z)2 ≥

√
(<z)2 = |<z| ≥ <z (5.14)

und deswegen, mit (5.13),

|z+ z ′|2 = (z+ z ′)(z+ z ′) = (z+ z ′)(z+ z ′) = |z|2 + zz ′ + zz ′ + |z ′|2

= |z|2 + zz ′ + zz ′︸       ︷︷       ︸
=2<(zz ′)

+|z ′|2 ≤ |z|2 + 2 |zz ′|︸︷︷︸
=|z||z ′|=|z||z ′|

+|z ′|2 = (|z|+ |z ′|)2

und die Behauptung folgt durch Wurzelziehen. �

Hat man einmal einen vernünftigen Absolutbetrag85, dann kann man über Fol-
gen, Reihen und deren Konvergenz reden, und zwar jetzt auch über Folgen und
Reihen in C.

Definition 5.20 (Komplexe Folgen & Reihen) Eine komplexwertige Folge a :
N→ C heißt

1. konvergent, wenn es ein a∗ ∈ C und zu jedem 0 < ε ∈ R ein n0 ∈ N gibt, so
daß |an − a

∗| < ε, n ≥ n0,

2. Cauchy–Folge, wenn es ein n0 ∈N gibt, so daß |an − am| < ε,m,n ≥ n0.

Eine komplexwertige Reihe Σa heißt konvergent, wenn die (komplexwertige) Folge
ihrer Partialsummen konvergiert und absolut konvergent, wenn Σ|a| konvergiert.

Übung 5.7 Zeigen Sie: C ist vollständig. ♦

85Genauer: Eine Metrik, aber mehr dazu erst in Analysis 2.
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Lemma 5.21 (Konvergenz im Komplexen) Eine komplexwertige Folge a konver-
giert genau dann, wenn die reellwertigen Folgen <a und =a konvergieren.

Beweis: Aus (5.14) sehen wir, daß |<z| ≤ |z| und |=z| ≤ |z|, so daß bei konver-
gentem a für n ≥ n0 auch

ε > |an − a
∗| ≥ |<an −<a∗| und ε > |an − a

∗| ≥ |=an − =a∗|

erfüllt ist und somit <an → <a∗ und =an → =a∗, was auch schon ”⇒“ beweist.
Für ”⇐“ wählen wir zu ε > 0 den Index n0, so daß |<an − <a∗| < ε und
|=an − =a∗| < ε, woraus

|an − a
∗| =

√
|<an −<a∗|2 + |=an − =a∗|2 <

√

2ε2 =
√

2ε

folgt, die komplexe Reihe konvergiert also ebenfalls. �

Da wir alle unsere Konvergenzkriterien für Folgen und Reihen im Komplexen
einfach wortwörtlich kopieren können, lässt sich auch die Exponentialfunktion
ohne Probleme erweitern.

Korollar 5.22 (Komplexe Exponentialfunktion) Für jedes z ∈ C konvergiert die
Reihe

exp(z) :=
∞∑
k=0

zk

k!
(5.15)

absolut, die Grenzfunktion exp(z) ist überall stetig und erfüllt die Funktionalgleichung

exp(z+ z ′) = exp(z) exp(z ′). (5.16)

Außerdem ist exp(z) = exp(z) und exp(z) = ez und es gilt∣∣∣eix∣∣∣ = 1, eix = e−ix, x ∈ R. (5.17)

Beweis: Konvergenz und Fuktionalgleichung funktionieren exakt wie im re-
ellen Fall in Proposition 3.72 und Proposition 3.74, die Rechenregeln für die
Konjugation liefern

exp(z) =
∞∑
k=0

z
k

k!
=

∞∑
k=0

zk

k!
=

∞∑
k=0

zk

k!
= exp(z),

weswegen

exp(ix) = exp(ix) = exp(−ix)

und damit
| exp(ix)|2 = exp(ix) exp(−ix) = exp(0) = 1

sein muss. �
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Definition 5.23 (Trigonometrische Funktionen) Die Funktionen Cosinus und Si-
nus, definiert als

cos(x) := <eix =
eix + e−ix

2
und sin(x) := =eix =

eix − e−ix

2i
(5.18)

nennt man trigonometrische Funktion. Sie erfüllen per Definitionem die eulersche
Gleichung

eix = cos(x) + i sin(x). (5.19)

Satz 5.24 (Trigonometrische Funktionen) Die Funktionen x 7→ sin x und x 7→
cos x sind stetig und erfüllen

sin2 x+ cos2 x = 1, (5.20)

und die Additionstheoreme

cos(x+ y) = cos x cosy− sin x siny, (5.21)
sin(x+ y) = cos x siny+ sin x cosy. (5.22)

Außerdem ist cos eine gerade Funktion, d.h. cos(−x) = cos(x) und sin eine ungerade
Funktion, d.h. sin(−x) = − sin(x).

Beweis: So schwer ist das alles gar nicht. Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit
von exp : C→ C, (5.20) aus (5.17),

1 = |eix|2 = sin2 x+ cos2 x,

die Additionstheoreme aus ei(x+y) = eix+iy = eix eiy und damit

cos(x+ y) + i sin(x+ y) = (cos x+ i sin x) (cosy+ i siny)
= (cos x cosy− sin x siny) + i (cos x siny+ sin x cosy) .

Der Realteil dieser Identität ist dann (5.21), der Imaginärteil (5.22). Nach (5.18)
ist außerdem

cos(−x) =
ei(−x) + e−i(−x)

2
=
e−ix + eix

2
= cos(x)

und

sin(−x) =
ei(−x) − e−i(−x)

2i
=
e−ix − eix

2i
= − sin(x).

�

Bemerkung 5.25 (Additionstheoreme & Musik) Verwendet man (5.21) mit ±y,
so ergibt sich

cos(x+ y) + cos(x− y)
= cos x cosy− sin x siny+ cos x cos(−y) − sin x sin(−y) = 2 cos xcosy,
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und wenn man nun noch x = ω+ω ′

2
und y = ω−ω ′

2
setzt, dann erhält man die Formel

cos(ω) + cos(ω ′) = 2 cos
ω+ω ′

2
cos

ω−ω ′

2
, (5.23)

die für unser Musikverständnis eine wesentliche Rolle spielt. In der einfachsten Form
modelliert man nämlich einen Ton als eine Cosinusschwingung mit Frequenz ω und
(5.23) sagt uns dann, was passiert, wenn zwei Töne gleichzeitig erklingen. Auf der
rechten Seite sieht man nämlich einen Ton der mittleren Frequenz86, auf den eine Ap-
litudenmodulation angewendet wird, deren Frequenz der halben Differenz der beiden
Frequenzen entspricht. Das sind sogenannte Schwebungen, die man als ein ”Wah-
wahwah“ wahrnehmen87 kann und die die wesentliche Grundlage der physiologischen
Harmonietheorie darstellen, siehe [13]. In der Praxis hat man Schwebungen auch be-
nutzt, um Instrumente nach Gehör zu stimmen, denn alle praktischen Stimmsysteme
verwenden Töne, die nicht exakt konsonant sind, sondern um ein definiertes Etwas
davon abweichen.

Jetzt zurück von der Musik zur Mathematik und zur Reihenentwicklung von
Sinus und Cosinus.

Proposition 5.26 (Sinus & Cosinus) Für x ∈ R ist

cos x =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
= 1−

x2

2!
+
x4

4!
− · · · (5.24)

sin x =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k+ 1)!
= x−

x3

3!
+
x5

5!
− · · · (5.25)

und beide Reihen konvergieren absolut.

Beweis: Für k ∈N0 ist

ik =


1, k ∈ 4N0

i, k ∈ 4N0 + 1
−1, k ∈ 4N0 + 2
−i, k ∈ 4N0 + 3

und daher ist

cos+i sin x = eix =

∞∑
k=0

(ix)k

k!
=

∞∑
k=0

ik
xk

k!

=

∞∑
k=0

x4k

(4k)!
+ i

∞∑
k=0

x4k+1

(4k+ 1)!
−

∞∑
k=0

x4k+2

(4k+ 2)!
− i

∞∑
k=0

x4k+3

(4k+ 3)!
,

was wir nur noch in Real- und Imaginärteil aufspalten und geeignet zusammen-
fassen müssen, um (5.24) und (5.25) zu bekommen. Die absolute Konvergenz

86Die ”Tonhöhe“ liegt also zwischenω undω ′.
87Nicht ”wahnemen“!
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ist klar, da es sich in beiden Fällen um Teilreihen der absolut konvergenten
Exponentialreihe handelt. �

Die Reihen (5.24) sind eine Möglichkeit, Cosinus und Sinus auch praktisch
zu berechnen, allerdings muss man dann natürlich nach endlich vielen Schrit-
ten abbrechen und sich überlegen, welchen Fehler man dabei macht. Solche
Abschätzungen sind nicht weiter schwierig.

Lemma 5.27 (Fehlerabschätzung der Reihenentwicklungen) Für n ∈N0 ist∣∣∣∣∣∣∣cos x−
n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |x|2n+2

(2n+ 2)!
, |x| ≤ 2n+ 3, (5.26)

und ∣∣∣∣∣∣∣sin x−
n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k+ 1)!

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |x|2n+3

(2n+ 3)!
, |x| ≤ 2n+ 4. (5.27)

Beweis: Wir beweisen nur die erste Abschätzung, die zweite funktioniert ana-
log. Nach (5.24) ist

cos x−
n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
=

∞∑
k=n+1

(−1)k
x2k

(2k)!

= (−1)n+1
x2n+2

(2n+ 2)!

∞∑
k=n+1

(−1)k−n−1
x2(k−n−1)

2k(2k− 1) · · · (2n+ 3)

= (−1)n+1
x2n+2

(2n+ 2)!

1+ ∞∑
k=1

(−1)k
x2k

(2n+ 2k+ 2) · · · (2n+ 3)


und daher∣∣∣∣∣∣∣cos x−

n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |x|2n+2

(2n+ 2)!

∣∣∣∣∣∣∣1+
∞∑
k=1

(−1)k
x2k

(2n+ 2k+ 2) · · · (2n+ 3)

∣∣∣∣∣∣∣︸                                                  ︷︷                                                  ︸
=:Σa

.

Die Reihe Σamit

ak = ak(x) = (−1)k
x2k

(2n+ 2k+ 2) · · · (2n+ 3)
, k ∈N0,

summiert wegen |ak| ≤ |a1|
k eine monoton fallende alternierende Nullfolge

wenn

1 = a0 > |a1| =
x2

(2n+ 3)(2n+ 4)
,

also sicherlich wenn x ≤ 2n+ 3 ist. Dann ist

0 ≤ (a0 − a1)︸       ︷︷       ︸
≥0

+(a2 − a3)︸       ︷︷       ︸
≥0

+ · · · = Σa = a0 − (a1 − a2)︸       ︷︷       ︸
≥0

− · · · ≤ a0 = 1,

woraus (5.26) unmittelbar folgt. �

Jetzt begeben wir uns auf die Suche nach einer ”magischen Zahl“.
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Lemma 5.28 (Nullstelle des Cosinus) Im Intervall [0, 2] hat die Funktion x 7→
cos(x) genau eine Nullstelle.

Beweis: Daß cos(0) = 1 ist, kann man aus (5.24) ablesen, an x = 2 verwenden
wir die Abschätzung mit n = 1 und erhalten, daß

cos 2 ≤ (1−
22

2!
) +

24

4!
= 1− 2+

16

24
= −1+

2

3
= −

1

3
< 0,

so daß nach dem Nullstellensatz 4.20 cos x mindestens eine Nullstelle in [0, 2]
haben muss. Über die Restgliedabschätzung (5.27) zeigt man außerdem, daß
sin x > 0, x ∈ (0, 2]: Für n = 0 ergibt sich88 aus (5.27)

|sin x− x| ≤
|x|3

3!
⇔ −

|x|3

6
≤ sin x− x ≤

|x|3

6

und die linke der beiden Ungleichungen lässt sich für x ≥ 0 in

sin x ≥ x−
x3

6
= x

(
1−

x2

6

)
umformen, was für 0 < x ≤ 2 positiv ist. Aus der Identität

cos(x+ y) − cos(x− y) = −2 sin x siny

erhält man als Analogon zu (5.23), daß für x, x ′ ∈ [0, 2], x ≥ x ′

cos x− cos x ′ = −2 sin

∈[0,2]︷   ︸︸   ︷
x+ x ′

2︸        ︷︷        ︸
≥0

sin

∈[0,2]︷   ︸︸   ︷
x− x ′

2︸        ︷︷        ︸
≥0

< 0,

weswegen der Cosinus strikt monoton fallend ist und daher höchstens eine
Nullstelle haben kann. �

Definition 5.29 (π) Als Kreiszahl89 π bezeichnen wir die eindeutige Zahl π ∈ [0, 4]
mit der Eigenschaft cos π

2
= 0.

Satz 5.30 eiπ = −1.

Beweis: Da cos π
2
= 0 ist sin2 π

2
= 1 − cos2 π

2
= 1, also sin π

2
∈ {±1} und da

sin π
2
> 0, ist sin π

2
= 1. Damit ist

ei
π
2 = cos

π

2︸  ︷︷  ︸
=0

+i sin
π

2︸  ︷︷  ︸
=1

= i,

also

eiπ =
(
ei
π
2

)2
= i2 = −1, ei

3
2π = i3 = −i, e2iπ = i4 = 1, (5.28)

was sogar noch deutlich mehr ist. �
88Der Trick, eine Ungleichung |x| ≤ y in −y ≤ x ≤ y aufzuspalten, ist oft hilfreich und daher

durchaus (be)merkenswert.
89In Kreuzworträtseln auch gerne als Ludolf’sche Zahl bezeichnet, nach Ludolf/Ludolph van

Ceulen, 1540–1610, Fechtmeister (bei dem Namen) und Mathematiker, der π auf 35 Dezimal-
stellen berechnete, siehe [4].
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Korollar 5.31 (Periodizität) Die Funktionen x 7→ eix und damit auch x 7→ cos x
und x 7→ sin x sind 2π–periodisch, d.h.

ei(x+2π) = eix, cos(x+ 2π) = cos x, sin(x+ 2π) = sin x

Beweis: Folgt wegen (5.28) alles aus ei(x+2π) = eix e2πi = eix. �

Aufgrund der Periodizität sind Sinus und Cosinus zwar auf ganz R definiert,
aber kennt man sie auf [0, 2π], dannt kennt man sie überall, da sich jedes x ∈ R als
x = 2kπ+x ′, k ∈ Z, x ∈ [0, 2π) schreiben lässt. Das kann man auch formalisieren.

Abbildung 5.1: Links: Cosinus (rot) und Sinus (blau) auf dem Intervall
[−10, 10], so daß man ein paar Schwingungen und die Periodizität sieht.
Rechts: Der Sinus auf dem Intervall [0, 2π].

Definition 5.32 (Torus) Der Torus T ist die Menge aller Äquivalenzklassen von R
bezüglich der Äquivalenzrelation

x ≡ x ′ ⇔ x− x ′ ∈ 2πZ.

Als Repräsentantenmenge für T kann jedes Intervall der Länge 2π gewählt werden,
beispielsweise [−π, π] oder [0, 2π].

Bemerkung 5.33 Ein wichtiger Unterschies zwischen T und [0, 2π] ist, daß auf dem
Torus Addition und Subtraktion immer wohldefiniert sind: Ist x−x ′ < 0 oder x+x ′ >
2π, dann addiert oder subtrahiert man solange 2π, bis man wieder im Intervall gelandet
ist. Da das alles in derselben Äquivalenzklasse liegt, handelt es sich immer noch um
dasselbe Element von T.

Jetzt aber noch ein paar Eigenschaften von Cosinus und Sinus.

Proposition 5.34 Für x ∈ R gilt

1. cos(x+ π) = − cos x und sin(x+ π) = − sin x,
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2. cos x = sin(π
2
− x) und sin x = cos(π

2
− x).

3. Die Nullstellenmenge des Cosinus ist

{x ∈ R : cos x = 0} =
{π
2
+ kπ : k ∈ Z

}
, (5.29)

die des Sinus
{x ∈ R : sin x = 0} = πZ = {kπ : k ∈ Z} . (5.30)

Beweis: Da

ei(x+π) = eiπ eix = (−1)(cos x+ i sin x) = − cos x− i sin x

ist, folgt 1) und wegen

ei(
π
2−x) = ei

π
2 e−ix = i(cos x− i sin x) = sin x+ i cos x

ist 2) auch nicht wirklich schwerer. Für 3), genauer, für (5.29), erinnern wir uns
daran, daß π

2
die einzige Nullstelle des Cosinus im Intervall [0, 2] ist und da

cos−x = cos x, sind ±π
2

auch die einzigen Nullstellen des Cosinus im Intervall
[−2, 2] ⊃ [−π

2
, π
2
], da90 π < 4. Wegen 1) gibt es damit auch keine Nullstelle im

Intervall π+(−π
2
, π
2
) = (π

2
, 3
2
π) und 3

2
π ist dann die nächste Nullstelle. Mit diesem

Argument und 1) folgt dann (5.29), was dann zusammen mit 2) auch sofort (5.30)
liefert. �

Jetzt haben wir unser Sammelsurium von von trigonometrischen Funktionen
auch fast beisammen.

Definition 5.35 Die Funktionen Tangens und Cotangens sind definiert als

tan x :=
sin x
cos x

, x ∈ R \
π

2
Z, cot x :=

cos x
sin x

, x ∈ R \ πZ. (5.31)

Tangens und Cotangens sind stetige Funktionen, aber sie haben Ausnahme-
punkte, sogenannte Pole, an denen durch Null dividiert wird, so daß die Funk-
tion dort den Wert ±∞ annimmt. Da die Nennerfunktion einen Vorzeichen-
wechsel hat, die Zählerfunktion aber von Null verschieden ist, springen die
Funktionen sogar von ±∞ nach ∓∞.

Sinus, Cosinus und Tangens haben auf den richtigen Intervallen auch Um-
kehrfunktionen. Dazu muss man sich natürlich überlegen, auf welchen Inter-
vallen die trigonometrischen Funktionen positiv oder negativ bzw. monoton
steigend oder monoton fallend sind.

Definition 5.36 (Umkehrfunktionen) Die Umkehrfunktion des Sinus ist der Ar-
cussinus

arcsin : [−1, 1]→ [
−
π

2
,
π

2

]
,

90Es sollte sich herumgesprochen haben, daß π = 3.1414592 . . . bzw. π ≈ 22
7

, was die alten
Ägypter verwendet haben. Man kann π beispielsweise aus der Reihenentwicklug des Cosinus
und der Nullstellenforderung durch Intervallschachtelung ermitteln, siehe [9].
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die des Cosinus der Arcuscosinus

arccos : [−1, 1]→ [0, π]

und die des Tangens der Arcustangens

arctan : R→ (
−
π

2
,
π

2

)
.

Die hier angegebenen Abbildungsbereiche nennt man Hauptzweige der Funktionen91

Zum Abschluss noch zwei Bemerkungen zu den komplexen Zahlen, die geo-
metrisch wie praktisch von großer Bedeutung sind.

Proposition 5.37 (Polardarstellung komplexer Zahlen) Jede Zahl 0 , z ∈ C
kann eindeutig92 als

z = |z| eiθ, θ ∈ [0, 2π), (5.32)

geschrieben werden.

Beweis: Wir setzen z ′ = z
|z|

, so daß

1 = |z ′|2 = (<z ′)2 + (=z ′)2

gilt. Da (<z ′)2 ∈ [0, 1] ist <z ′ ∈ [−1, 1] und α := arccos<z ′ ∈ [0, π] ist wohldefi-
niert. Dann ist nach (5.20)

=z ′ = ±
√
1− (<z)2 = ±

√
1− cosα2 = ± sinα =: sinβ.

Nun setzen wir nur noch

θ =

{
α, α = β,

2π− α, α = −β,
⇒ θ ∈ [0, 2π),

dann ist
z ′ = cos θ+ i sin θ = eiθ, θ ∈ [0, 2π),

wie behauptet. �

Definition 5.38 (Phase) Die Zahl θ in (5.32) nennt man auch Phase93 oder Argu-
ment der komplexen Zahl z.

Bemerkung 5.39 (Multiplikation) Durch Proposition 5.37 haben wir eine geome-
trische Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen:

z z ′ = |z| eiθ |z ′| eiθ
′

= |z||z ′| ei(θ+θ
′),

man multipliziert also die Beträge und addiert die Phasenwinkel. Insbesondere kann die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl auch als Rotation des anderen Faktors in der
Zahlenebene aufgefasst werden.

91Und wegen der Periodizität gibt es immer noch weitere Zweige.
92Und für z = 0 ist die Darstellung (5.32) sogar für jedes θ ∈ R erfüllt, wir brauchen die

Unterscheidung also wirklich nur für die Eindeutigkeit.
93Das kommt von der Interpretation als Wechselstrom oder als akustisches Signal.
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Proposition 5.40 (Einheitswurzeln) Für n ≥ 2 hat die Gleichung zn = 1 in C
genau die n Lösungen

ζk := e
2πik/n, k ∈ {0, . . . , n− 1}, (5.33)

die man n–te Einheitswurzeln nennt.

Beweis: Da

ζnk =
(
e2πik/n

)n
= e2πik = 1, k = 0, . . . , n− 1,

ist jedes ζk eine Lösung von zn = 1. Sei nun z eine beliebige Lösung, dann ist
unter Verwendung von (5.32)

1 = |zn| = |z|n ⇒ |z| = 1 ⇒ z = eiθ,

und damit
1 =

(
eiθ

)n
= einθ = cosnθ+ i sinnθ,

so daß nθ eine Nullstelle des Sinus sein muss, was zu

nθ ∈ πZ ⇒ θ ∈
π

n
Z ∩ [0, 2π) =

{
kπ

n
: k = 0, . . . , 2n− 1

}
führt. Da

cos 2kπ = 1 und cos(2k+ 1)π = −1, k = 0, . . . , n− 1,

bleiben für zn = 1 nur die geradzahligen Vielfachen von π übrig, was genau die
Einheitswurzeln ζk liefert. �

Mit Hilfe der Sinusfunktion kann man auch eine ”etwas andere“ Form der
Unstetigkeit produzieren. Bisher war unser Bild von Unstetigkeiten auf abge-
schlossenen Intervallen94 immer das einer Sprungfunktion, aber es gibt auch
andere Funktionen wie

f(x) = sin
1

x
, x ∈ [−1, 1],

wobei man f(0) ∈ R beliebig vorschreiben kann. Diese Funktion ist nicht stetig
an x = 0, da sie in jeder Umgebung von 0 jeden Wert aus [−1, 1] beliebig oft
annimmt. Die Funktion

f(x) = x sin
1

x
, f(0) := 0,

hingegen ist sogar stetig auf ganz R.

94Dann ist da ja auch noch x 7→ 1/x auf (0, 1) . . .
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[. . . ] if you don’t understand the
math you can’t write the code.

Neal Stephenson, Cryptonomicon

Differentiation 6
Jetzt ist es mehr als an der Zeit, endlich auch den Begriff der Ableitung ein-
zuführen. Die Differentialrechnung wurde um 1700 höchstwahrscheinlich un-
abhängig voneinander95 von Newton und Leibniz entdeckt bzw. erfunden, was
zu einem Prioritätenstreit führte, der für eine Vielzahl von Anekdoten sorgte
und immer noch sorgt.

6.1 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 6.1 (Differenzierbarkeit) Eine Funktion f : D→ R heißt differenzier-
bar an x ∈ D, wenn der Grenzwert

f ′(x) := lim
x ′→x

f(x ′) − f(x)

x ′ − x
, x ′ , x, (6.1)

existiert. Der Wert f ′(x) heißt Differentialquotient oder Ableitung von f an der Stelle
x. Ist f an allen x ∈ D differenzierbar, so nennt man f ′ die Ableitungsfunktion von f
und schreibt auch df

dx
dafür.

Bemerkung 6.2

1. Zur Erinnerung: Der Grenzwert in (6.1) ist so zu verstehen, daß für jede Folge
xn ⊂ D \ {x} mit xn → x der Grenzwert

c := lim
n→∞

f(xn) − f(x)

xn − x

existiert96 und von der gewählten Folge unabhängig ist.

2. Die Forderung x ′ , x in (6.1) sorgt ja eigentlich nur dafür, daß man nicht durch
Null dividiert, hat aber durchaus Auswirkungen auf D. Enthält nämlich D iso-
lierte Punkte, wie beispielsweise beiD = {−1}∪ [0, 1], dann gibt es keine Folge in
D\{−1}, die gegen −1 konvergiert und es gibt auch keinen Differentialquotienten
an dieser Stelle, die Funktion ist dort also nicht differenzierbar.

95Auch wenn das immer wieder Anlass für historischen Disput ist, siehe [5].
96Also insbesondere auch nicht ”=∞“ ist!
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3. Alternativ kann man den Differentialquotienten97 auch als

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h) − f(x)

h
, h , 0, (6.2)

schreiben, was auch fast gebräuchlicher als (6.1) ist.

4. Die geometrische Interpretation von (6.1) ist, den Ausdruck auf der rechten Seite
als Steigung der Sekante durch die beiden Punkte f(x)und f(x ′) zu interpretieren
und im Grenzwert diese beiden Punkte so zusammenrücken zu lassen, daß sich
am Ende die Tangente an die Kurve ergibt.

Beispiel 6.3 (Einfache Ableitungen)

1. Für f ≡ c ∈ R ist für alle x, x ′ ∈ D auch f(x ′) − f(x) = c− c = 0 und damit

lim
x ′→x, x ′,x

f(x ′) − f(x)

x ′ − x
= lim

x ′→x, x ′,x
0

x ′ − x︸   ︷︷   ︸
=0

= 0,

für f(x) = x ergibt sich ganz analog

lim
x ′→x

f(x ′) − f(x)

x ′ − x
= lim

x ′→x
x ′ − x

x ′ − x
= 1.

2. Für f(x) = |x| und die Folge xn = 1
n
→ 0 =: x erhalten wir

lim
n→∞

f(xn) − f(x)

xn − x
= lim

n→∞
1
n
− 0

1
n
− 0

= 1,

mit xn = − 1
n

hingegen,

lim
n→∞

f(xn) − f(x)

xn − x
= lim

n→∞
1
n
− 0

− 1
n
− 0

= −1.

Hier existiert zwar in beiden Fällen ein Grenzwert, aber der ist nicht von der
Folge unabhängig. Allerdings gäbe es dann auch eine ”wirklich böse“ Folge, siehe
Übung 6.1.

Übung 6.1 Zeigen Sie: Gibt es Folgen xn, x ′n mit

lim
n→∞ xn = lim

n→∞ x ′n = x,

aber

lim
n→∞

f(xn) − f(x)

xn − x
, lim
n→∞

f(x ′n) − f(x)

x ′n − x
,

97Im Rahmen der Falsographiereform schreibt man neuerdings auch ”Differenzialquotient“,
aber das kommt dann auch von Leuten, denen solch debile Sprachverwirrungen wie ”numme-
rieren“ eingefallen sind und die wahrscheinlich bald ein großes Austauschprogramm für die
Verkehrsschilder fordern, auf denen seit vielen Jahren fälschlicherweise ”Stop“ steht.
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dann gibt es auch eine Folge yn mit yn → x, für die die Folge

f(yn) − f(x)

yn − x

divergiert. ♦

Interessant ist die nächste Aussage, die Differenzierbarkeit als gute Approxi-
mierbarkeit von f durch lineare Funktionen beschreibt.

Satz 6.4 Eine Funktion f : D→ R ist genau dann an der Stelle x differenzierbar, wenn
es eine Konstante c ∈ R gibt, so daß

f(x ′) = f(x) + c(x ′ − x)︸                ︷︷                ︸
=:`(x ′)

+ϕ(x ′) und lim
x ′→x

ϕ(x ′)

x ′ − x
= 0. (6.3)

Beweis: Für ”⇒“ nehmen wir an, daß f an x differenzierbar ist und setzen
einfach einmal c := f ′(x). Dann ist

ϕ(x ′) = f(x ′) − f(x) − f ′(x)(x ′ − x)

und damit

lim
x ′→x

ϕ(x ′)

x ′ − x
= lim

x ′→x
(
f(x ′) − f(x)

x ′ − x
− f ′(x)

x ′ − x

x ′ − x

)
= lim

x ′→x
f(x ′) − f(x)

x ′ − x︸                 ︷︷                 ︸
=f ′(x)

−f ′(x) = 0.

Für die Umkehrung ”⇐“ betrachten wir

lim
x ′→x

f(x ′) − f(x)

x ′ − x
= lim

x ′→x
(
c(x ′ − x)

x ′ − x
+
ϕ(x ′)

x ′ − x

)
= c+ lim

x ′→x
ϕ(x ′)

x ′ − x︸         ︷︷         ︸
=0

= c,

also ist auch f ′(x) = c. �

Die Aussage von Satz 6.4 ist also, daß es die magische affine Funktion98 ` :
f(x) + f ′(x)(· − x) gibt, die f so gut annähert, daß der Fehler ϕ(x ′) schneller als
x− x ′ gegen Null geht.

Korollar 6.5 (Stetigkeit) Ist f : D→ R in x ∈ D differenzierbar, so ist f in x auch
stetig.

Beweis: Wegen (6.3) ist

lim
x ′→x f(x ′) = lim

x ′→x (f(x) + f ′(x)(x ′ − x) +ϕ(x ′))
= f(x) + f ′(x) lim

x ′→x(x ′ − x)︸           ︷︷           ︸
=0

+ lim
x ′→x(x ′ − x)

ϕ(x ′)

x ′ − x︸                    ︷︷                    ︸
=0

= f(x).

98Die Namen ”affine Funktion“ und ”lineare Funktion“ werden oftmals synonym verwendet,
aber genau genommen ist eine lineare Funktion von der Form f : x 7→ ax, und damit f(x+ y) =
x + y und eine affine Funktion von der Form f : x 7→ ax + b, was nur noch f(αx + (1 − α)y) =
αx+ (1− α)y ergibt.
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und der Rest ist Satz 4.4. �

Jede differenzierbare Funktion ist stetig und die Umkehrung gilt, wie f(x) = |x|

zeigt, natürlich nicht. Allerdings ist diese Funktion ja nur an einer Stelle nicht
differenzierbar, nämlich am ”Knick“. Natürlich kann man Funktionen bauen, die
beliebig viele Knicke haben und selbst auf einem endlichen Intervall unendlich
viele Knicke provozieren. Aber gibt es auch Funktionen, die stetig und nirgends
differenzierbar sind? Das war lange Zeit eine offene Frage und wurde erst 1909
von Faber in [8] positiv beantwortet. Die Konstruktion ist erfreulich elementar,
aber trotzdem trickreich und liefert beliebig ”zackige“ Funktionen.

Beispiel 6.6 (Ableitung der Exponentialfunktion) Um die Ableitung von f(x) =
exp(x) zu berechnen, erinnern wir uns, daß

exp(x+ h) − exp(x)
h

= exp(x)
exp(h) − 1

h

= exp(x)
1

h

∞∑
k=1

hk

k!
= exp(x)

∞∑
k=1

hk−1

k!
= exp(x)

1+ ∞∑
k=1

hk

(k+ 1)!


= exp(x) + exp(x) h

∞∑
k=0

hk

(k+ 2)!︸             ︷︷             ︸→0
→ exp(x),

wann immer h→ 0. Also ist exp ′ = exp.

6.2 Rechenregeln

Als nächstes die allseits bekannten Rechenregeln für differenzierbare Funktio-
nen.

Satz 6.7 (Grundrechenarten) Sind f, g : D → R an x ∈ D differenzierbar99, dann
gilt:

1. λf und f ± g sind differenzierbar an x und es gilt

(λf) ′(x) = λ f ′(x), (f+ g) ′(x) = f ′(x) + g ′(x). (6.4)

2. f · g ist differenzierbar an x mit

(f · g) ′(x) = f(x)g ′(x) + f ′(x)g(x). (6.5)

3. Ist zusätzlich g(x) , 0, dann ist auch f/g an x differenzierbar und es gilt100(
d

dx

f

g

)
(x) =

f ′(x)g(x) − f(x)g ′(x)

(g(x))2
. (6.6)

99Mit der Konsequenz, daß es Folgen xn , xmit xn → x gibt.
100Wir verwenden hier übungshalber einmal die andere Notation.
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Beweis: Punkt 1 und (6.4) folgen sofort aus den Rechenregeln für Folgen und
deren Grenzwerte. Für die Produktregel (6.5) betrachten wir

f(x+ h)g(x+ h) − f(x)g(x)

h

=
1

h
((f(x+ h) − f(x))g(x+ h) + f(x)(g(x+ h) − g(x)))

=
f(x+ h) − f(x)

h︸                ︷︷                ︸→f ′(x)
g(x+ h)︸      ︷︷      ︸→g(x)

+
g(x+ h) − g(x)

h︸                 ︷︷                 ︸→g ′(x)
f(x)→ f ′(x)g(x) + f(x)g ′(x),

was man auch als formalen Grenzübergang schreiben kann und was 2) be-
weist101. Für 3) bemerken wir zuerst, daß g(x) , 0 wegen der Stetigkeit auch
g(x + h) , 0 für alle hinreichend kleinen |h| bedingt102, und für alle solchen h
gilt dann (

1

g

) ′
(x) =

1

h

(
1

g(x+ h)
−

1

g(x)

)
=
g(x) − g(x+ h)

hg(x+ h)g(x)

= −
1

g(x+ h)g(x)

g(x+ h) − g(x)

h
→ −g ′(x)

g2(x)
,

und unter Verwendung von (6.5)(
f

g

) ′
(x) = f ′(x)

1

g(x)
+ f(x)

(
1

g

) ′
(x) =

f ′(x)

g(x)
−
f(x)g ′(x)

g2(x)

=
f ′(x)g(x) − f(x)g ′(x)

g2(x)
,

was genau die Quotientenregel103 (6.6) liefert. �

Beispiel 6.8 (Ableitung der Polynome) Verifizieren wir doch einmal unsere schönen
neuen Regeln an den Funktionen der Form f(x) = xn, n ∈N0. Ein derartige Funktion
nennt man Polynom, oder, um genau zu sein Monom, schließlich handelt es sich ja
nur um einen einzigen Term. In der Tat gilt

f ′(x) = nxn−1, n ∈N0, (6.7)

was man durch Induktion über n auch leicht nachweist: Für n = 0 ist104 f(x) = 1 und
daher105 f ′(x) = 0 = 0 · x−1, für106 n = 1 ist f(x) = x und

f ′(x) =
f(x+ h) − f(x)

h
=
x+ h− x

h
= 1 = 1 · x0,

101Wenn der Differentialquotient existiert, und den haben wir ja gerade ausgerechnet, dann ist
die Funktion differenzierbar.

102In dem ”ε–δ“ Kontext der Stetigkeit brauchen wir nur 0 < ε < |g(x)|“ zu wählen und dann
|h| < δ. Wer’s jetzt noch nicht kapiert hat, sollte den Beweis dringend als Übung ausformulieren!

103Bekannt als ”NAZ-ZAN durch N Quadrat“.
104Wer genau aufpasst findet hier eine 00 = 1–Konvention, was aber einfach nur eine stetige

Fortsetzung der Funktion ist, und wer will sich schon durch eine Unstetigkeit an 0 das Leben
schwer machen?

105Schon wieder eine stetige Fortsetzung!
106Das ist der Induktionsanfang für Feiglinge, denn wie wir in den Fußnoten gesehen haben,

enthält der Fall n = 0 ein paar implizite Annahmen der stetigen Fortsetzung.
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und der Induktionsschritt ergibt sich mit (6.5) aus

d

dx
xn+1 =

d

dx
(x · xn) = xn + xnxn−1 = (1+ n)xn.

Die Formel (6.7) gilt aber sogar für n ∈ Z, denn ist ist n := −m < 0, so ist, natürlich
für x , 0,

f ′(x) =
d

dx

1

xm
= −

mxm−1

(xm)2
= −mxm−1−2m = −mx−m−1 = nxn−1.

Der nächste Satz sagt anschaulich, daß beim Vertauschen von x und y = f(x)
die Steigung durch ihren Reziprokwert zu ersetzen ist.

Satz 6.9 (Inverse Funktion) Sie f : D → R eine stetige, streng monotone Funkti-
on107, die an x ∈ D differenzierbar ist und für die f ′(x) , 0 gilt. Dann ist f−1 an
y = f(x) differenzierbar und es gilt

d

dy
f−1(y) =

1

f ′(x)
=

1

f ′ (f−1(y))
(6.8)

Beweis: Wir wissen bereits, daß f−1 für y ∈ D ′ = f(D) existiert und stetig ist.
Sei yn ⊂ D ′ eine Folge mit yn → y, wobei yn = f(xn) mit xn → x, dann ist

f−1(yn) − f
−1(y)

yn − y
=

f−1 (f(xn)) − f
−1 (f(x))

f(xn) − f(x)
=

xn − x

f(xn) − f(x)

was für n→∞ gegen 1/f ′(x) konvergiert. �

Beispiel 6.10 (Ableitung des Logarithmus) Das klassische Beispiel für eine Um-
kehrfunktion ist f(x) = log(x) = exp−1(x). Aus (6.8) folgt dann

f ′(x) = log ′(x) =
1

exp ′(log(x))
=

1

exp(log x)
=
1

x
.

Satz 6.11 (Kettenregel) Sind g : D→ R und f : g(D)→ R differenzierbar an x ∈ D
und g(x) ∈ g(D), dann ist f ◦ g an x differenzierbar und es gilt die Kettenregel

(f ◦ g) ′(x) = f ′(g(x))g ′(x). (6.9)

Beweis: Für y ∈ D ′ = g(D) setzen wir

f∗(y) :=


f(y) − f(g(x))

y− g(x)
, y , g(x),

f ′(g(x)), y = g(x),

(6.10)

und da f differenzierbar ist, gilt

lim
y→g(x) f∗(y) = f ′(g(x)).

107Wir brauchen das, damit die Umkehrfunktion existiert.
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Außerdem erhalten wir aus (6.10) und der Stetigkeit von f, daß

f(y) − f(g(x)) = f∗(y)(y− g(x)), y ∈ D ′.

Damit ist für jede Folge xn ⊂ D \ {x} mit xn → x

(f ◦ g) ′(x) = lim
n→∞

f(g(xn)) − f(g(x))

xn − x
= lim

n→∞
f(yn) − f(g(x))

xn − x

= lim
n→∞

f∗(yn) (yn − g(x))

xn − x
= lim

n→∞ f∗(yn)
g(xn) − g(x)

xn − x

= lim
n→∞ f∗(yn)︸         ︷︷         ︸

=f ′(g(x))

lim
n→∞

g(xn) − g(x)

xn − x︸                   ︷︷                   ︸
=g ′(x)

= f ′(g(x))g ′(x).

�

Beispiel 6.12 (Trigonometrische Funktionen) Mit den Rechenregeln aus Satz 6.7
können wir Beispiel 6.6 auch auf die trigonometrischen Funktionen erweitern:

d

dx
cos x+ i

d

dx
sin x = (cos x+ i sin x) ′

= (exp(ix)) ′ = i exp(ix) = i (cos x+ i sin x) = i cos x− sin x,

und so erhalten wir die bekannten Regeln

(cos x) ′ = − sin x, (sin x) ′ = cos x. (6.11)

6.3 Höhere Ableitungen
Was man einmal machen kann, kann man natürlich wiederholen und so Funk-
tionen auch mehrfach ableiten. Dazu aber erst einmal eine Definition.

Definition 6.13 Eine Funktion f : D → R heißt differenzierbar in D, wenn f an
jeder Stelle x ∈ D differenzierbar ist, also f ′ als Funktion von D nach R existiert. Die
Funktion f heißt stetig differenzierbar auf D, wenn die Funktion f ′ außerdem auf D
stetig ist.

Es ist gar nicht so einfach, Funktionen zu finden, die differenzierbar, aber nicht
stetig differenzierbar sind, denn Sprungstellen, die typischen Unstetigkeiten
helfen nicht.

Beispiel 6.14 Die Funktion f(x) = x2 sin 1
x

mit f(0) = 0, siehe Übung 6.2, hat nach
(6.11) die Ableitung

f ′(x) = 2x sin
1

x
+ x2 cos

(
1

x

)
−1

x2
= 2x sin

1

x
− cos

1

x
,

die an x = 0 nicht stetig ist, sondern in jeder Umgebung von x = 0 jeden Wert zwischen
−1 und 1 annimmt. Dennoch existiert

f ′(0) = lim
h→0

f(h) − f(0)

h
= lim

h→0
h2 sin 1

h

h
= lim

h→0h sin
1

h
= 0.
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Übung 6.2 Zeigen Sie: Für jedes k ∈N ist die Funktion f(x) = xk sin 1
x

stetig auf
R, wenn man f(0) = 0 setzt. ♦

Ist nun f ′ : D → R als Funktion definiert108 und ist x ∈ D ein Punkt, zu dem es
Folgen xn ∈ D \ {x} gibt, so daß lim xn = x, dann können wir auch für f ′ einen
Differentialquotienten bilden und erhalten

f ′′(x) := (f ′) ′(x) = lim
x ′→x

f ′(x ′) − f ′(x)

x ′ − x
, (6.12)

sofern der Limes rechts existiert. Existiert f ′′, dann ist natürlich nach Corollar 6.5
auch f ′ an dieser Stelle stetig. Diese Idee kann man in einer rekursiven Definition
formalisieren.

Definition 6.15 (Höhere Differenzierbarkeit) Eine Funktion f : D → R heißt k
mal differenzierbar aufD, k ∈N, falls f k−1mal differenzierbar ist und die Funktion
f(k−1) := dk−1

dxk−1
f auf D differenzierbar ist. Hierbei ist Differenzierbarkeit als 1–malige

Differenzierbarkeit zu verstehen. Die entsprechende kte Ableitung bezeichnen wir mit
f(k).

Ist f eine k mal differenzierbare Funktion und ist f(k) stetig auf D, so nennen
wir dies k mal stetig differenzierbar. Die Menge aller k mal stetig differenzierbaren
Funktionen auf D bezeichnen wir mit Ck(D), wobei C0(D) = C(D).

Bemerkung 6.16 Höhere Differenzierbarkeit an einer Stelle ist ein wenig unhandlich,
denn um f(k)(x) zu bestimmen brauchen wir ja Differentialquotienten von f(k−1) um x

herum, so daß zumindest diese Funktion zumindest auf einem Teil von D in der Nähe
von x existieren muss. Dann können wir alles auch gleich auf ganz D machen und
schlimmstenfalls lieber D verkleinern.

Übung 6.3 Zeigen Sie: Ck(D) ist ein Vektorraum über R und geben Sie die
(überraschende) Rechenregel für αf+ βg, α,β ∈ R, f, g ∈ Ck(D) an. ♦

Übung 6.4 Beweisen Sie die Leibniz–Regel

(f · g)(n)(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f(k)(x)g(n−k)(x), n ∈N. (6.13)

Hinweis: Induktion könnte funktionieren. ♦

Übung 6.5 Berechnen Sie (f ◦ g) ′′ und (f ◦ g) ′′′. ♦

6.4 Extrema, Zwischenwerte und schöne Dinge

Wir beginnen mit ein wenig Extremismus.

108Erst einmal ganz egal, ob stetig oder nicht.
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Definition 6.17 (Extrema) Ein Punkt x ∈ D heißt lokales Minimum bzw. lokales
Maximum einer Funktion f : D→ R, wenn es ein ε > 0 gibt, so daß

f(x) ≤ f(x ′) bzw. f(x) ≥ f(x ′), x ′ ∈ D, |x ′ − x| < ε. (6.14)

Ein lokales Extremum ist ein lokales Minum oder ein lokales Maximum109. Man
bezeichnet ein lokales Extremum als striktes lokales Extremum, wenn in (6.14) die
strikte Ungleichung für x ′ , x gilt.

Extrema kann man über die Ableitung beschreiben. Allerdings muss man mit
dem Definitionsbereich ein weig aufpassen.

Satz 6.18 (Extrema & Ableitungen) Sei f ∈ C1[a, b] und x ∈ (a, b) ein lokales
Extremum von f. Dann ist f ′(x) = 0.

Beweis: Wir nehmen an, f hätte an x ein Maximum, für Minima funktioniert
der Beweis analog.

Da x ∈ (a, b) gibt es zu dem magischen ε > 0 aus Definition 6.17 Folgen
x+n > x > x

−
n , mit

|x±n − x| < ε und lim
n→∞ x+n = lim

n→∞ x−n = x.

Da f(x) ≥ f(x±n) ist, gilt auch
≤0︷           ︸︸           ︷

f(x+n) − f(x)

x+n − x︸   ︷︷   ︸
≥0

≤ 0 ≤

≤0︷           ︸︸           ︷
f(x−n) − f(x)

x−n − x︸   ︷︷   ︸
≤0

und somit

0 ≤ lim
n→∞

f(x−n) − f(x)

x−n − x
= f ′(x) = lim

n→∞
f(x+n) − f(x)

x+n − x
≤ 0,

wovon sich f ′(x) = 0 ablesen lässt. �

Bemerkung 6.19 (Ableitung = 0)

1. Die Bedingung f ′(x) = 0 ist nur eine notwendige Bedingung für die Existenz
eines lokalen Extremums, die außerdem nicht zwischen Minima und Maxima
unterscheiden kann.

2. Damit der Beweis funktioniert, brauchen wir zwei Folgen, die sich von rechts und
von links an x annähern, der Punkt x darf also kein Randpunkt des Intervalls
sein.

3. Für Randpunkte ist die Aussage von Satz 6.18 sogar falsch. Das einfache Beispiel
ist die Funktion f(x) = x auf dem Intervall [0, 1]: Der Randpunkt x = 1 ist ein
lokales Maximum der Funktion, aber f ′(1) = 1 , 0.

Als nächstes gibt es Varianten des Zwischenwertsatzes für Ableitungen. Da wir
auch für den Zwischenwertsatz Funktionen auf einem Intervall I betrachtet
haben, für die zu je zwei Punkten x, x ′ ∈ I auch alle Zwischenpunkte zu I

gehört haben110, werden wir das auch hier benötigen. Außerdem spielen, wie
109Verständnisfrage: Ist auch beides gleichzeitig möglich?
110Allgemein bezeichnet man so etwas als eine konvexe Menge.
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wir gerade gesehen haben, bei Ableitungen die Randpunkte eine gewisse Rolle,
so daß wir jetzt ein bisschen sorgfältiger zwischen offenen und abgeschlossenen
Intervallen unterscheiden müssen.

Satz 6.20 (Satz von Rolle) Sei a < b und111 f ∈ C[a, b]∩C1(a, b) und f(a) = f(b).
Dann gibt es ein x ∈ (a, b) mit f ′(x) = 0.

Normalerweise formuliert man den Satz von Rolle in einer minimal schwächeren
Form als Aussage über Nullstellen.

Korollar 6.21 (Rolle klassisch) Sei f ∈ C1(I) und x1, x2 ∈ I mit x1 < x2 und
f(x1) = f(x2) = 0. Dann gibt es ein x ∈ (x1, x2) mit f ′(x) = 0.

Beweis von Satz 6.20: Ist fkonstant, dann ist f ′ ≡ 0und der Satz ist trivialerweise
richtig. Wenn nicht, dann ist entweder minx∈[a,b] f(x) < f(a) oder minx∈[a,b] f(x) >
f(a) und da f eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] ist,
wird das Extremum an einer Stelle x ∈ (a, b) angenommen112, die dann auch
ein lokales Extremum ist und daher f ′(x) = 0 erfüllt. �

Proposition 6.22 (Zwischenwertsatz für Ableitungen) Ista < bund f ∈ C[a, b]∩
C1(a, b), dann gibt es x ∈ (a, b), so daß

f(b) − f(a)

b− a
= f ′(x). (6.15)

Beweis: Voraussetzungen und Positionierung dieses Resultats legen nahe, daß
hier der Satz von Rolle hilfreich sein könnte. Dazu betrachtet man g ∈ C[a, b],
definiert durch

g(x) := f(x) −
f(b) − f(a)

b− a
(x− a)

mit g(a) = f(a) = g(b). Nach Satz 6.20 gibt es ein xmit

0 = g ′(x) = f ′(x) −
f(b) − f(a)

b− a
,

was genau (6.15) ist. �

Aus (6.15) folgt direkt die nächste Aussage.

Korollar 6.23 Ist a < b und f ∈ C[a, b] ∩ C1(a, b) mit m ≤ f ′(x) ≤M, x ∈ (a, b),
dann ist

m(b− a) ≤ f(b) − f(a) ≤M(b− a).

Ist insbesonderem =M = 0, also f ′ ≡ 0, so ist f konstant.

Mit Korollar 6.23 können wir unsere erste Differentialgleichung lösen.

111Nette Übung: Geben Sie eine Funktion f ∈ C1(a, b) mit f < C[a, b] an.
112Die Randpunkte können es ja nicht sein, da wir ”<“ bzw. ”>“ abgenommen haben.
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Proposition 6.24 Für c ∈ R ist jede Lösung der Differentialgleichung

f ′(x) = c f(x), x ∈ R, (6.16)

von der Form f(x) = λecx, λ ∈ R.

Beweis: Mit g(x) := e−cxf(x) ergeben die Produktregel aus Satz 6.7 und (6.16),
daß

g ′(x) = (−c)e−cxf(x) + e−cx f ′(x)︸ ︷︷ ︸
=cf(x)

= e−cx (−cf(x) + cf(x)) = 0,

also ist nach Korollar 6.23 g(x) = λ für ein λ ∈ R und damit f(x) = λecx. �

Proposition 6.25 Ist a < b und f ∈ C[a, b] ∩ C1(a, b), dann ist f genau dann
monoton steigend, wenn f ′(x) ≥ 0, x ∈ (a, b), und monoton fallend falls f ′(x) ≤ 0.
Gelten die strikten Ungleichungen, so ist auch die Monotonie strikt.

Beweis: Wir beweisen es für monoton steigende Funktionen, für fallende Funk-
tionen geht es genauso. Für ”⇒“ betrachten wir eine Folge xn > x und erhalten
sofort, daß

f ′(x) = lim
n→∞

f(xn) − f(x)

xn − x︸            ︷︷            ︸
≥0

≥ 0.

Für ”⇐“ nehmen wir an, daß f ′(x) ≥ 0, x ∈ (a, b) und wählen a ≤ x < x ′ ≤ b.
Dann gibt es nach Proposition 6.22 ein ξ ∈ (x, x ′) mit

f(x ′) − f(x) = (x ′ − x)︸     ︷︷     ︸
>0

f ′(ξ)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0,

und gilt f ′(ξ) > 0, so haben wir sogar strikte Ungleichung. �

Proposition 6.26 (Hinreichende Bedingung für Extrema) Sei f ∈ C1(a, b) zwei-
mal differenzierbar in x ∈ (a, b) mit f ′(x) = 0 und f ′′(x) > 0 bzw. f ′′(x) < 0. Dann
besitzt f an der Stelle x ein striktes lokales Minimum bzw. Maximum, d.h., es gibt
ε > 0, so daß f(x) < f(x ′) bzw. f(x) > f(x ′) für alle x ′ , x mit |x− x ′| < ε.

Beweis: Da

0 < f ′′(x) = lim
x ′→x

f ′(x ′) − f ′(x)

x ′ − x
,

gibt es ε > 0, so daß für alle x ′ , x mit |x ′ − x| < ε auch f ′(x ′)

x ′−x
> 0 gilt, da

ja f ′(x) = 0 ist. Damit ist f ′(x ′) < 0 für alle x ′ < x und f ′(x ′) > 0 für alle
x ′ > x, |x ′ − x| < ε. Nach Proposition 6.25 ist damit f links von x erst einmal
streng monoton fallend und rechts von x streng monoton steigend, woraus die
Behauptung folgt. �
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Bemerkung 6.27 Diesmal haben wir eine hinreichende Bedingung für ein Extre-
mum, die aber leider nicht notwendig ist, denn im Falle f ′′(x) = 0 kann alles passieren,
wie die Beispiele

f(x) = ±x4 und f(x) = x3

zeigen.

Die nte Ableitung f(n) ergibt sich ja als ein Grenzwert von Sekanten an die
(n − 1)te Ableitung, die ihrerseits wieder ein Grenzwert von Sekanten ist, und
so weiter. In Definition 6.15 haben wir es so gemacht, daß wir die Grenzwerte so-
zusagen ”der Reihe“ nach abgearbeitet haben, indem zuerst an jedem Punkt die
erste Ableitung, dann daraus die zweite Ableitung, etc. Man kann das aber auch
direkt machen und landet dann bei einem Konzept, das auf Newton zurückgeht,
und der selbst113 darüber sagte: ”Est enim fere ex pulcherrimis quae solvere de-
siderem114“: Für f : I → R und xj ∈ R ist die dividierte Differenz [x1, . . . , xn]f,
n ∈N, rekursiv als

[x1]f := f(x1), (6.17)

[x1, . . . , xn+1]f :=
[x2, . . . , xn+1] − [x1, . . . , xn]f

xn+1 − x1
. (6.18)

definiert. Der Spezialfall n = 2 der dividierten Differenz ist gerade der Diffe-
rentialquotient

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
,

dividierte Differenzen höherer Ordnung sind dann eben Differentialquotienten
von Differentialquotienten. Und tatsächlich sind dividierte Differenzen auch
beinahe Ableitungen, es gilt nämlich in Verallgemeinerung von Proposition 6.22
für f ∈ Cn−1(a, b) und x1, . . . , xn ∈ (a, b) der Zwischenwertsatz

[x1, . . . , xn]f =
f(n−1)(ξ)

(n− 1)!
, ξ ∈

(
min
j=1,...,n

xj, max
j=1,...,n

xj

)
. (6.19)

Das ist gar nicht so schwer zu beweisen und taucht normalerweise im Kontext
der Polynominterpolation in der numerischen Mathematik auf, siehe z.B. [6, 20].

6.5 Konvexität
Als nächstes eine ganz wichtige Klasse von Funktionen.

Definition 6.28 (Konvexität) Eine Funktion f : I → R heißt konvex, wenn für alle
x, x ′ ∈ I die Ungleichung115

f (λx+ (1− λ)x ′) ≤ λf(x) + (1− λ)f(x ′), λ ∈ (0, 1) (6.20)
113In einem Brief an Leibniz via Oldenburg 1676, siehe [3].
114

”Es gehört nämlich zu den schönsten Dingen, die zu lösen ich mir wünschen könnte.“ Oder
so ähnlich.

115Die für λ = 0, 1 trivialerweise erfüllt ist, so daß das offene Intervall keine signifikante
Einschränkung darstellt.
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erfüllt. f heißt konkav, wenn −f konvex ist. Funktionen heißen strikt konvex bzw.
strikt konkav, wenn die Ungleichung in (6.20) strikt ist.

Bemerkung 6.29 (Eigenschaften der Konvexität)

1. Die Bedingung (6.20) lässt sich auch geometrische interpretieren, nämlich daß für
alle x, x ′ die Funktion f komplett unterhalb der Verbindungslinie bzw. Sekante
durch x und x ′ verläuft.

2. Konvexe Funktionen bilden keinen Vektorraum mehr. Ist f kovex, dann ist −f
konkav, was normalerweise nicht dasselbe ist, siehe Übung 6.6. Allerdings ist die
Menge der konvexen Funktionen ein positiver Kegel:

f, g konvex ⇔ αf+ βg konvex, α, β ≥ 0. (6.21)

3. Insbesondere folgt aus (6.21) auch, daß für zwei konvexe Funktionen f, g auch
deren Konvexkombination αf + (1 − α)g, α ∈ (0, 1) konvex ist: Die Menge
der konvexen Funktionen ist eine konvexe Menge116.

4. Konvexe Funktionen und konvexe Mengen spielen eine nicht zu unterschätzende
Rolle in der Mathematik, insbesondere in der Optimierung117, so daß es nicht
verwundert, daß konvexe Analysis als eigenständiges mathematisches Teilgebiet
etabliert ist.

5. Da wir für f : D→ R für alle Punkte x, x ′ ∈ D die Kombination λx+ (1− λ)x ′

bilden und f an dieser Stelle auswerten können müssen, enthält D mit118 x < x ′

auch {y : x ≤ y ≤ x} und muss damit ein Intervall sein. Genauer: Konvexe
Funktionen sind nur auf konvexen Mengen sinnvoll definiert und die einzigen
konvexen Mengen, die wir momentan kennen, sind Intervalle.

Übung 6.6 Zeigen Sie: Eine Funktion f ist genau dann konvex und konkav, wenn
f von der Form f(x) = ax+ b, a, b ∈ R, ist. ♦

Satz 6.30 (Konvexität und zweite Ableitung) Eine Funktion f ∈ C2(a, b) ist ge-
nau dann konvex, wenn f ′′(x) ≥ 0, x ∈ (a, b), erfüllt ist.

Beweis: ”⇒“: Ist f konvex und gibt es ein x∗ mit f ′′(x∗) < 0, dann ist

g(x) := f(x) − f ′(x∗)(x− x∗)

ebenfalls in C2(a, b) und erfüllt

g ′(x) = f ′(x) − f ′(x∗) ⇒ g ′(x∗) = 0

116Genau wie Intervalle, die ebenfalls die Eigenschaft haben, daß mit x, x ′ ∈ I auch die Kon-
vexkombination αx+ (1− α)x ′ zu I gehört.

117Wo es einen ganz gewaltigen Unterschied macht, ob man konvexe oder nichtkonvexe Si-
tuationen betrachtet.

118Ohne Einschränkung . . .
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sowie
g ′′(x) = f ′′(x) ⇒ g ′′(x∗) = f ′′(x∗) < 0,

so daß g an der Stelle x∗ ein lokales Maximum hat. Wählen wir nun zwei hinrei-
chend naheliegende119 Stellen x1 < x∗ < x2 mit f(xj) < f(x∗), dann ist120

x∗ =
x2 − x

∗

x2 − x1
x1 +

x∗ − x1
x2 − x1

x2 =: λ x1 + (1− λ) x2,

aber

λ f(x1)︸ ︷︷ ︸
<f(x∗)

+(1− λ) f(x2)︸ ︷︷ ︸
<f(x∗)

< f(x∗)(λ+ 1− λ) = f(x∗) = f (λ x1 + (1− λ) x2) ,

im Widerspruch zur Konvexität von f.
Für ”⇐“ nehmen wir an, daß f ′′(x) ≥ 0 ist, was sofort nach Proposition 6.22

für x < x ′ die Abschätzung

f ′(x ′) − f ′(x) = (x ′ − x)︸     ︷︷     ︸
>0

f ′′(ξ)︸  ︷︷  ︸
≥0

≥ 0, ξ ∈ (x, x ′)

ergibt, so daß f ′ monoton steigend ist. Sei nun x1 < x2 und x = λx1+(1−λ)x2 ∈
(x1, x2), λ ∈ (0, 1). Dann verwenden wir Proposition 6.22 noch zweimal und
erhalten

f(x) − f(x1)

x− x1
= f ′(ξ1), und

f(x2) − f(x)

x2 − x
= f ′(ξ2),

wobei
(x1, x) 3 ξ1 < ξ2 ∈ (x, x2).

Da f ′ monoton steigend ist, ist f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2) und damit121

f(x) − f(x1)

x− x1
≤
f(x2) − f(x)

x2 − x
⇔ (x2 − x1)f(x) ≤ f(x1)(x2 − x) + f(x2)(x− x1),

also

f(x) =
x2 − x1
x2 − x1

f(x) ≤
x2 − x

x2 − x1︸     ︷︷     ︸
=λ

f(x1) +
x− x1
x2 − x1︸     ︷︷     ︸
=1−λ

f(x2)

und damit ist f konvex. �

Bemerkung 6.31 (Konvexität & Extrema) Durch Satz 6.30 sollte nun auch klar
sein, warum Konvexität so viel mit Optimierung, also der Kunst, Extrama zu bestim-
men, zu tun hat: Nach Proposition 6.26 liegt immer dann ein Minimum vor, wenn
f ′(x) = 0 ist und wenn zusätzlich f ′′(x) > 0 gilt, wenn die Funktion also lokal strikt
konvex ist. Umgekehrt erhalten wir ein Maximum, wenn die Funktion lokal konkav ist,
natürlich immer zusammen mit f ′(x) = 0. Konvexität und Konkavität beschreiben das
lokale Krümmungsverhalten und helfen daher bei der Klassifizierung eines Extremums.

119Sie liegen sowohl nahe genug bei x∗ als auch konzeptionell nahe.
120Einfach ausrechnen, wenn es jemand nicht glauben sollte.
121Mit (x2 − x)(x− x1) durchmultiplizieren und umformen
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Satz 6.32 (Konvexität & Stetigkeit) Ist f : [a, b]→ R konvex, dann ist f ∈ C(a, b).

Beweis: Wir fixieren x ∈ (a, b) und wählen δ ∈ R so, daß x± δ ∈ (a, b), was nur
eine Einschänkung an |δ| ist. Dann definieren wir die Funktion

ϕ(h) :=
f(x+ hδ) − f(x)

h
, h ∈ [0, 1]

und betrachten limh→0ϕ(h). Da

x =
1

h+ 1
(x+ hδ) +

h

h+ 1
(x− δ),

ist wegen der Konvexität von f

f(x) ≤
1

h+ 1
f(x+ hδ) +

h

h+ 1
f(x− δ)

und damit
h

h+ 1
f(x) = f(x) −

1

h+ 1
f(x) ≤

1

h+ 1
(f(x+ hδ) − f(x))︸                            ︷︷                            ︸

= h
h+1 ϕ(h)

+
h

h+ 1
f(x− δ),

also
ϕ(h) ≥ f(x) − f(x− δ), (6.22)

für jede Folge hn > 0 mit hn → 0 ist also ϕ(hn) und damit auch der Grenzwert
nach unten beschränkt. Andererseits gilt aber für 0 < h ′ < h, daß

h ′ϕ(h ′) = f(x+ h ′δ) − f(x) = f
(
h− h ′

h
x+

h ′

h
(x+ hδ)

)
− f(x)

≤
h− h ′

h
f(x) +

h ′

h
f(x+ hδ) − f(x) =

h ′

h
(f(x) − f(x+ hδ))

= h ′ϕ(h),

die Funktion ϕ ist also monoton steigend. Damit ist für jede monotone Null-
folge hn > 0 die Folge ϕ(hn) monoton fallend und nach unten beschränkt und
konvergiert daher gegen einen Grenzwert, der aufgrund der Monotonie auch
unabhängig von der gewählten Folge sein muss122. Also existiert

lim
h→0+ϕ(h) = lim

h→0+
f(x+ hδ) − f(x)

h
= |δ| lim

h→0+
f(x+ hδ) − f(x)

h|δ|
. (6.23)

Insbesondere gilt

0 = lim
n→∞hn|ϕ(hn)| = lim

n→∞ |f(x+ hnδ) − f(x)|

und damit ist f stetig. �
122Gäbe es nämlich zwei Grenzwerte a∗ < b∗ mit zugehörigen Nullfolgen an > 0 und bn > 0,

dann gibt es ein Folgenglied an mit ϕ(an) < b∗, aber auch ein bn ′ mit bn ′ < an und die
Monotonie von ϕ liefert, daß

b∗ ≤ ϕ(bn ′) ≤ ϕ(an) < b
∗

sein müsste und das ist ein Widerspruch.
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Bemerkung 6.33 (Konvexität & Glattheit) Der Beweis von Satz 6.32 ist eigentlich
etwas ”überdimensioniert“, denn er zeigt nicht nur, daß jede konvexe Funktion stetig ist,
sondern man sieht aus (6.23) sogar, daß f an jeder Stelle einseitig differenzierbar123 ist:
Solange man entweder rechts oder links von x bleibt, existiert der Differentialquotient.

Es gibt ein einfaches und klassisches Beispiel für eine einseitig differenzierbare Funk-
tion, nämlich f(x) = |x| an der Stelle x = 0. Und welch ein Zufall: Diese Funktion ist
auch konvex und zeigt damit auch gleich, daß wir von konvexen Funktionen auch nicht
mehr Differenzierbarkeit erwarten dürfen.

Es gibt ein paar nette Anwendungen der Konvexität, die man sich ansehen
sollte. Das erste ist eine einfache Induktion, mit deren Hilfe man Konvexität ein
wenig ”allgemeiner“ beschreiben kann.

Proposition 6.34 Eine Funktion f : I → R ist genau dann konvex, wenn für alle
n ≥ 2 und alle Zahlen 0 ≤ λj, j = 1, . . . , n, mit λ1 + · · ·+ λn = 1 die Ungleichung

f

 n∑
j=1

λjxj

 ≤ n∑
j=1

λjf(xj), x1, . . . , xn ∈ I, (6.24)

erfüllt ist.

Beweis: Die Definition der Konvexität ist der Fall n = 2 (und damit automa-
tisch λ2 = 1 − λ1) in (6.24), was auch schon ”⇐“ erledigt und gleichzeitig den
Induktionsanfang für die Richtung ”⇒“ bildet. Seien nun Zahlen124 0 < λj < 1,
j = 1, . . . , n+ 1, und x1, . . . , xn+1 ∈ I gegeben, dann schreiben wir

n+1∑
j=1

λjxj =

n∑
j=1

λjxj + λn+1xn+1 = (1− λn+1)

n∑
j=1

λ ′
j︷       ︸︸       ︷
λj

1− λn+1
xj︸               ︷︷               ︸

=:x ′

+λn+1xn+1,

und da λ ′
1
+ · · ·+ λ ′n = 1, ergeben die Definition der Konvexität und die Induk-

tionsannahme, daß

f

n+1∑
j=1

λjxj

 = f ((1− λn+1)x
′ + λn+1xn+1) ≤ (1− λn+1)f(x

′) + λn+1f(xn+1)

= (1− λn+1) f

 n∑
j=1

λ ′jxj

+ λn+1f(xn+1)
≤ (1− λn+1)

n∑
j=1

λ ′j f

 n∑
j=1

λ ′jxj

+ λn+1f(xn+1) = n+1∑
j=1

λjf(xj),

was den Schritt n→ n+ 1 komplettiert. �
123Im mehreren Variablen spricht man dann auch von richtungsdifferenzierbar, aber in einer

Variablen gibt es nur zwei Richtungen: vor und zurück.
124Ohne diese Einschränkung wären es nicht wirklich n+ 1 Zahlen, da dann λj = 0 für einige
j gelten und die Induktion direkt greifen würde.
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Lemma 6.35 (Logarithmus) Die Funktion x 7→ log x ist konkav.

Beweis: Die Beispiele 6.10 und 6.8 liefern, daß log ′′(x) = − 1
x2
< 0 für x ∈ R+. �

Lemma 6.35 lässt sich sehr gut verwenden, um Vergleiche zwischen Mittelwer-
ten herzustellen.

Definition 6.36 (Artithmetisches und geometrisches Mittel) Zu Zahlenx1, . . . , xn ∈
R+ nennt man

α(x1, . . . , xn) :=
1

n

n∑
j=1

xj (6.25)

arithmetisches Mittel125 und

γ(x1, . . . , xn) :=

 n∏
j=1

xj


1/n

(6.26)

geometrisches Mittel der Zahlen.

Korollar 6.37 (Vergleich der Mittel) Für x1, . . . , xn ∈ R+ ist n∏
j=1

xj


1/n

≤
1

n

n∑
j=1

xj. (6.27)

Beweis: Wegen der Konkavität des Logarithmus ist

log

 1n
n∑
j=1

xj

 ≥ 1n
n∑
j=1

log xj

und die Monotonie der Exponentialfunktion liefert

1

n

n∑
j=1

xj = exp

log

 1n
n∑
j=1

xj


 ≥ exp

 1n
n∑
j=1

log xj

 =
 n∏
j=1

exp(log(xj))


1/n

,

und damit unmittelbar (6.27). �

Lemma 6.38 Seien 1 < p, q <∞ mit 1/p+ 1/q = 1 und x, y ∈ R+. Dann ist
p
√
x q
√
y ≤

x

p
+
y

q
. (6.28)

Beweis: Derselbe Trick126 wie in Korollar 6.37: log (x/p+ y/q) ≥ (log x)/p +
(logy)/q und daher

x

p
+
y

q
= exp log

(
x

p
+
y

q

)
≥ exp

(
log x
p

+
logy
q

)
= x1/p y1/q.

�

Mit Hilfe dieses einfachen Lemmas, das übrigens insbesondere dann richtig ist,
wenn x = 0 oder y = 0 ist, können wir eine der wichtigsten Ungleichungen der
Analysis beweisen.

125Das ist natürlich für beliebige xj ∈ R definiert.
126

”Repetitio est . . . “ wie der Lateiner sagt
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Satz 6.39 (Höldersche Ungleichung) Für x1, . . . , xn ∈ R und y1, . . . , yn ∈ R und
alle 1 < p, q <∞ mit 1/p+ 1/q = 1 gilt die Hölder–Ungleichung

n∑
j=1

|xj yj| ≤

 n∑
j=1

|xj|
p


1/p  n∑

j=1

|yj|
q


1/q

. (6.29)

Beweis: Die Behauptung wird trivial, wenn

X :=

 n∑
j=1

|xj|
p


1/p

= 0 oder Y :=

 n∑
j=1

|yj|
q


1/q

= 0,

denn das ist genau dann der Fall wenn xj = 0 oder yj = 0, j = 1, . . . , n, und
dann verschwinden beide Seiten von (6.29). Für X , 0 und Y , 0 setzen wir

x ′j :=
|xj|

p

Xp
, y ′j :=

|yj|
p

Yq
⇒ n∑

j=1

x ′j =

n∑
j=1

y ′j = 1.

Nach Lemma (6.28) ist

x ′
j

p
+
y ′
j

q
≥ (x ′j )

1/p (y ′j )
1/q =

|xjyj|

XY
, j = 1, . . . , n,

und daher
n∑
j=1

|xjyj| ≤ XY

n∑
j=1

(
x ′
j

p
+
y ′
j

q

)
= XY

(
1

p

n∑
j=1

x ′j︸  ︷︷  ︸
=1

+
1

q

n∑
j=1

y ′j︸   ︷︷   ︸
=1

)
= XY

(
1

p
+
1

q

)
︸      ︷︷      ︸

=1

= XY,

wie in (6.29) behauptet. �

Bemerkung 6.40 Den Spezialfall p = q = 2 von (6.29) nennt man Cauchy–
Schwarz–Ungleichung. Beide Ungleichungen gelten auch für komplexe xj, yj, der
Beweis überträgt sich direkt.
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Das Doktorwerden ist eine
Konfirmation des Geistes.

Lichtenberg

Integration 7
In diesem Kapitel lernen wir die ”Umkehroperation“ zur Differentiation, nämlich
die Integration kennen. Dazu müssen wir das Integral einer Funktion definieren,
was im zwei Schritten passieren wird:

1. Wir definieren das Integral für besondere und besonders einfache Funk-
tionen.

2. Wir übertragen die Definition durch einen Grenübergang auf eine größere
Klasse von Funktionen.

7.1 Definition des Riemann–Integrals

Wir betrachten hier erst einmal nur Integration auf einem endlichen, abgeschlos-
senen Intervall I = [a, b], a < b.

Definition 7.1 (Unterteilungen & Treppenfunktionen)

1. Eine endliche Menge X = {x0, . . . , xn} ⊂ [a, b] heißt Unterteilung des Intervalls
I, wenn

a = x0 < x1 < · · · < xn = b (7.1)

gilt. Mit Ij := [xj−1, xj], j = 1, . . . , n, bezeichnen wir das jte Teilintervall der
Zerlegung I = I1 ∪ · · · ∪ In von I.

2. Eine Unterteilung X ′ = {xj : j = 0, . . . , n
′} ⊂ I heißt Verfeinerung von X, wenn

X ⊆ X ′ ist. Wir schreiben Verfeinerungen dann auch einfach als X ⊆ X ′.

3. Die charakteristische Funktion χΩ vonΩ ⊂ I ist definiert als

χΩ(x) :=

{
1, x ∈ Ω,

0, x < Ω,
x ∈ I. (7.2)
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4. Eine Treppenfunktion zur Zerlegung X ist eine Funktion der Form127

φ(x) =

n∑
j=1

cj χ[xj−1,xj](x), x ∈ I \ X. (7.3)

Anders gesagt: Eine Funktion φ ist genau dann eine Treppenfunktion, wenn es
eine Zerlegung X gibt, so daß (7.3) gilt.

5. Mit T [a, b] bezeichnen wir die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b].

ba ba

Abbildung 7.1: Eine Treppenfunktion (links) mit den Funktionswerten an
den Unterteilungsstellen und deren Integral in geometrischer Interpretation
(rechts): Man nimmt einfach die vorzeichenbehafteten Flächen der von der
Funktion und der x–Achse gebildeteten Rechtecke und summiert diese auf.
Dabei spielen die ”Kringel“ keine Rolle mehr.

Bemerkung 7.2 Da eine Treppenfunktion an den Zerlegungsstellen X nicht definiert
ist, gibt es sogar zu jeder Zerlegung unendlich viele Treppenfunktionen, die sich nur
an X unterscheiden und damit eigentlich äquivalent sind.

Das Integral einer Treppenfunktion ist, wie man in Abb. 7.1 sieht, nun sehr
einfach zu bestimmen, nämlich als vorzeichenbehfaftete Fläche, der Rechtecke, die
von der ”Treppe“ und der x–Achse gebildet werden.

Definition 7.3 Für eine Treppenfunktion φ und eine zugehörige Zerlegung X ist das
Integral definiert als∫

I

φ(x)dx =

∫b
a

φ(x)dx :=

n∑
j=1

cj (xj − xj−1). (7.4)

127So wie wir hier die Treppenfuktion definieren, ist sie praktisch immer unstetig, da φ(xj) =
cj + cj+1, j = 1, . . . , n − 1, gilt. Man könnte nun natürlich auch mit halboffenen Intervallen
arbeiten, also mit χ[xj−1,xj) oder χ(xj−1,xj], aber dann ist die Entscheidung, ob man den linken
oder rechten Rand in einem Intervall dazunimmt, absolut willkürlich und im Endeffekt gewinnt
man auch nichts. Durch die Einschräkung in (7.3) spielen diese Punkte auch keine Rolle und
wir könnten die abgeschlossenen Intervalle auch problemlos durch offene ersetzen.
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Lemma 7.4 Das Integral (7.4) einer Treppenfunktion ist unabhängig von der gewählten
Zerlegung X.

Beweis: Seien X,X ′ zwei Zerlegungen für φ und nehmen wir zuerst einmal
an, daß X ′ ⊇ X eine Verfeinerung von X ist. Das heißt, es gibt eine surjektive
Abbildungσ : {0, . . . , n ′}→ {0, . . . , n}mitσ(0) = 0undσ(n ′) = nund c ′

σ(j−1)+1
=

· · · = c ′
σ(j)

= cj. Daher gilt

ΣX ′φ :=

n ′∑
j=1

c ′j (x
′

j − x
′

j−1) =

n∑
j=1

σ(j)∑
k=σ(j−1)+1

c ′k︸︷︷︸
=c ′
σ(j)

=cj

(x ′k − x
′

k−1)

=

n∑
j=1

cj

σ(j)∑
k=σ(j−1)+1

(x ′k − x
′

k−1)︸                     ︷︷                     ︸
=x ′
σ(j)

−x ′
σ(j−1)

=xj−xj−1

=

n∑
j=1

cj (xj − xj−1) = ΣXφ.

Ist X ′ keine Verfeinerung von X, dann bilden wir zuerst X∗ = X∪X ′, also X ⊂ X∗

und X ′ ⊂ X∗ und erhalten mit zweimaliger Anwenung der obigen Beobachtung,
daß

ΣXφ = ΣX∗φ = ΣX ′φ,

also ebenfalls ΣXφ = ΣX ′φ. �

Definition 7.5 Für f, g : I → R schreiben wir f ≤ g falls f(x) ≤ g(x), x ∈ I. Ist eine
der beiden Funktionen eine Treppenfunktion mit Zerlegung X, so muß die Ungleichung
nur auf I \ X gelten.

Treppenfunktionen kann man addieren und mit Konstanten multiplizieren128

und das überträgt sich auch auf das Integral.

Proposition 7.6 Sind φ,ψ : I → R Treppenfunktionen und α,β ∈ R, dann ist auch
αφ+ βψ eine Treppenfunktion und das Integral ist linear,∫

I

(αφ(x) + βψ(x)) dx = α

∫
I

φ(x)dx+ β

∫
I

ψ(x)dx, (7.5)

und monoton,

φ ≤ ψ ⇒ ∫
I

φ(x)dx ≤

∫
I

ψ(x)dx. (7.6)

Beweis: Sind X und Y die Zerlegungen zu φ bzw. ψ, dann ist Z := X ∪ Y eine
gemeinsame Verfeinerunung und φ,ψ sind auch Treppenfunktionen bezüglich
Z = {z0, . . . , zm} mit129

φ =

m∑
j=1

cj χ[zj,zj−1] und ψ =

m∑
j=1

dj χ[zj,zj−1] (7.7)

128Sie bilden also einen Vektorraum, und zwar einen unendlichdimensionalen.
129Nun sind alle Punkte aus Z aus der Betrachtug ausgeschlossen.
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und damit ist auch

αφ+ βψ =

m∑
j=1

(αcj + βdj) χ[zj,zj−1]

eine Treppenfunktion. Nach Lemma 7.4 ist außerdem∫
I

(αφ(x) + βψ(x)) dx =

m∑
j=1

(αcj + βdj) (zj − zj−1)

= α

m∑
j=1

cj (zj − zj−1) + β

m∑
j=1

dj (zj − zj−1) = αΣZφ+ βΣZψ

= αΣXφ+ βΣYψ = α

∫
I

φ(x)dx+ β

∫
I

ψ(x)dx,

und das ist (7.5). Mit der Darstellung (7.7) ist φ ≤ ψ genau dann wenn cj ≤ dj
und dann ist∫

I

φ(x)dx = ΣZφ =

m∑
j=1

cj (zj − zj−1) ≤

m∑
j=1

dj (zj − zj−1) = ΣZψ =

∫
I

ψ(x)dx.

�

Definition 7.7 (Oberintegral & Unterintegral) Zu f : [a, b] → R definiert man
das Oberintegral als ∫ ↓

I

f(x)dx := inf
{∫

I

φ(x)dx : φ ≥ f

}
(7.8)

und das Unterintegral∫ ↑
I

f(x)dx := sup
{∫

I

φ(x)dx : φ ≤ f

}
. (7.9)

Insbesondere ist immer
∫↑
I f(x)dx ≤

∫↓
I f(x)dx.

Definition 7.8 Eine Funktion f : I → R heißt integrierbar, genauer Riemann–
integrierbar, wenn sie beschränkt ist und wenn∫ ↓

I

f(x)dx =

∫ ↑
I

f(x)dx =:

∫
I

f(x)dx (7.10)

erfüllt ist.

Bemerkung 7.9 Beschränktheit der Funktion ist momentan eine Forderung für die
Integrierbarkeit, da dann die Existenz von Ober- und Unterintegral automatisch fol-
gen. Ist f beispielsweise nicht nach oben beschränkt, dann gibt es zu keinem X eine
Treppenfunktion ψ mit f ≤ ψ, da jede Treppenfunktion automatisch beschränkt ist,
schließlich betrachten wir ja nur endliche Zerlegungen.
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Die folgende Aussage ist also trivial130 aber dennoch wichtig.

Satz 7.10 Jede integrierbare Funktion ist beschränkt.

Beispiel 7.11

1. Für jede Treppenfunktion gilt
∫↑
I φ(x)dx =

∫
Iφ(x)dx =

∫↓
I f(x)dx und damit

sind alle Treppenfunktionen integrierbar. Das ist nicht verwunderlich, da das
gesamte Konzept ja darin besteht, die Integrierbarkeit auf das intuitive Integral
für Treppenfunktionen zurückzuführen.

2. Integrierbare Funktionen müssen also nicht stetig sein.

3. Die Funktion

χQ(x) :=

{
1, x ∈ [a, b] ∩Q,
0, x < [a, b] ∩Q,

x ∈ [a, b]

ist nicht integrierbar, denn es gilt immer∫ ↓
I

χQ(x)dx = 1,

∫ ↑
I

χQ(x)dx = 0.

4. Das Oberintegral ist erst einmal nur für nach oben beschränkte Funktionen defi-
niert, sonst hat es den Wert +∞, das Unterintegral entsprechend für nach unten
beschränkte Funktionen.

Satz 7.12 (Subadditivität) Seien f, g : I→ R beschränkt und λ ∈ R+. Dann gilt∫ ↓
I

(f(x) + g(x)) dx ≤

∫ ↓
I

f(x)dx+

∫ ↓
I

g(x)dx, (7.11)

d.h., das Oberintegral ist subadditiv, sowie∫ ↓
I

(λf(x)) dx = λ

∫ ↓
I

f(x)dx. (7.12)

Beweis: Nach der Definition des Infimums131 gibt es zu jedem ε > 0 Treppen-
funktionen φ ≥ f und ψ ≥ gmit gemeinsamer132 Zerlegung X, so daß∫ ↓

I

f(x)dx ≥

∫
I

φ(x)dx− ε und
∫ ↓
I

g(x)dx ≥

∫
I

ψ(x)dx− ε,

und da f+ g ≤ φ+ψ ist∫ ↓
I

(f(x) + g(x)) dx ≤

∫
I

(φ(x) +ψ(x)) dx =

∫
I

φ(x)dx+

∫
I

ψ(x)dx

≤

∫ ↓
I

f(x)dx+

∫ ↓
I

g(x)dx+ 2ε,

130Da in einer Definition festgelegt.
131Das ist jetzt ein guter Zeitpunkt, diese zu wiederholen. Besser jetzt als in der Klausur.
132Wenn nicht, dann nimmt man eine Verfeinerung, also genau so, wie wir es jetzt schon die

ganze Zeit gemacht haben.
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und da ε beliebig war, folgt (7.11).
Für (7.12) geben wir uns ebenfalls ε > 0 vor und wählen ein φ ≥ f mit133∫
φ ≤
∫↓
f+ ε, und da λ > 0 ist, ist auch λf ≤ λφ und somit∫ ↓
I

λf(x)dx ≤

∫
I

λφ(x)dx = λ

∫
I

φ(x)dx ≤ λ

(∫ ↓
I

λf(x)dx+ ε

)
= λ

∫ ↓
I

f(x)dx+ λε,

was uns zumindest schon einmal
∫↓
λf ≤ λ

∫↓
f liefert. Umgekehrt gibt es zu

g = λf ein ψ ≥ g mit
∫
ψ ≤

∫↓
g + ε und da ψ ≥ g = λf ist ψ/λ ≥ f. Damit

erhalten wir

λ

∫ ↓
I

f(x)dx ≤ λ

∫
I

λ−1ψ(x)dx =

∫
I

ψ(x)dx ≤

∫ ↓
I

g(x)dx+ ε

=

∫ ↓
I

λ f(x)dx+ ε

und somit ebenfalls
∫↓
λf ≥ λ

∫↓
f, womit auch (7.12) bewiesen ist. �

Aus ∫ ↓
I

(−f)(x)dx = −

∫ ↑
I

f(x)dx (7.13)

folgt sofort die folgende Version von Satz 7.12 für Unterintegrale.

Korollar 7.13 Für beschränkte f, g : I→ R und λ ∈ R+ ist∫ ↑
I

(f(x) + g(x)) dx ≥

∫ ↑
I

f(x)dx+

∫ ↑
I

g(x)dx,

∫ ↑
I

(λf(x)) dx = λ

∫ ↑
I

f(x)dx.

(7.14)
Für λ ∈ R− ergibt sich außerdem∫ ↑

I

(λf(x)) dx = λ

∫ ↓
I

f(x)dx,

∫ ↓
I

(λf(x)) dx = λ

∫ ↑
I

f(x)dx (7.15)

7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen
Wir beginnen mit einer weiteren Beschreibung der Integrierbarkeit, die direkt
aus der Definition von Supremum und Infimum und Definition 7.8 folgt.

Korollar 7.14 Eine Funktion f : I→ R ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem
ε > 0 Treppenfunktionen φ ≤ f ≤ ψ gibt, so daß∫

I

ψ(x)dx−

∫
I

φ(x)dx < ε (7.16)

ist.
133Die folgenden Kurzschreibweise werden wir gerne einmal wählen, wenn sich der Integra-

tionsbereich I und die Integrationsvariable x aus dem Kontext ergeben.
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Die erste Beobachtung ist, daß stetige Funktionen ”brav“ und daher integrierbar
sind.

Satz 7.15 Jede stetige Funktion f ∈ C[a, b] ist integrierbar.

Beweis: Da f auf dem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] stetig ist, ist f nach
Satz 4.25 auch gleichmäßig stetig. Zu jedem ε > 0 gibt es also ein δ > 0 mit
|f(x) − f(x ′)| < εwann immer |x− x ′| < δ. Wählen wir nun die Zerlegung X so,
daß xj+1 − xj < δ, j = 0, . . . , n, dann ist

f(xj) − ε < f(x) < f(xj) + ε, x ∈ [xj, xj+1],

und daher134

φ(x) :=

n∑
j=1

(f(xj−1) − ε)χ[xj−1,xj](x) ≤

n∑
j=1

f(x)χ[xj−1,xj](x)︸                   ︷︷                   ︸
=f(x)

≤

n∑
j=1

(f(xj−1) + ε)χ[xj−1,xj](x) =: ψ(x).

Außerdem ist∫
I

ψ(x)dx−

∫
I

φ(x)dx

=

n∑
j=1

(f(xj−1) + ε) (xj − xj−1) −

n∑
j=1

(f(xj−1) − ε) (xj − xj−1)

= 2ε

n∑
j=1

(xj − xj−1) = 2ε(b− a),

und da ε beliebig war, können wir Korollar 7.14 anwenden und f ist integrierbar.
�

Satz 7.16 (Monotonie & Integrierbarkeit) Jede monotone Funktion f : I → R ist
integrierbar.

Beweis: Wir nehmen an, daß f monoton steigend ist, für monoton fallende
Funktionen funktioniert der Beweis analog135. Da I abgeschlossen ist existiert
f(b), ist also insbesondere136 <∞ und wegen f(a) ≤ f(x) ≤ f(b), x ∈ I, ist f auch
beschränkt.

Fürn ∈Ndefinieren wir uns die PunkteX = {xj := a+
j

n
(b−a) : j = 0, . . . , n},

die eine gleichmäßige Zerlegung von I bilden. Außerdem setzen wir

φ =

n∑
j=1

f(xj−1)χ[xj−1,xj](x) und ψ =

n∑
j=1

f(xj)χ[xj−1,xj](x).

134Hier gehen wir auf Nummer sicher und verwenden die halboffenen Intervalle, um die
Punkte von X nicht gesondert behandeln zu müssen.

135Was immer eine gute Übung darstellt . . .
136Das ist das Wesen einer Funktion f : I→ R



100 7 INTEGRATION

Aufgrund der Monotonie von f ist φ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x), x ∈ I \ X und außerdem,
da xj − xj−1 = 1

n
,∫

I

ψ(x)dx−

∫
I

φ(x)dx =

n∑
j=1

f(xj)(xj − xj−1) −

n∑
j=1

f(xj−1)(xj − xj−1)

=

n∑
j=1

f(xj)(xj − xj−1) −

n−1∑
j=0

f(xj)(xj+1 − xj)

= f(xn) (xn − xn−1)︸          ︷︷          ︸
= 1n

−f(x0) (x1 − x0)︸       ︷︷       ︸
= 1n

+

n−1∑
j=1

f(xj) ((xj − xj−1) − (xj+1 − xj))︸                             ︷︷                             ︸
= 1n−

1
n=0

=
1

n
(f(b) − f(a)) ,

was für n→∞ gegen 0 konvergiert und es uns erlaubt, Korollar 7.14 anzuwen-
den. �

Aus den Rechenregeln für Ober- und Unterintegrale und Treppenfunktionen
können wir auch Rechenregeln für integrierbare Funktionen ableiten.

Korollar 7.17 Sind f, g : I → R integrierbar und λ ∈ R, so sind auch f + g und λf
integrierbar und das Integral ist linear:∫
f

(f(x)+g(x))dx =

∫
I

f(x)dx+

∫
I

g(x)dx,

∫
I

(λf(x))dx = λ

∫
I

f(x)dx. (7.17)

Außerdem gilt

f ≤ g ⇒ ∫
I

f(x)dx ≤

∫
I

g(x)dx. (7.18)

Definition 7.18 Zu f : I→ R definiert man

f+(x) :=

{
f(x), f(x) ≥ 0,
0, f(x) < 0,

f−(x) :=

{
−f(x), f(x) ≤ 0,
0, f(x) > 0.

(7.19)

Insbesondere ist also f± ≥ 0. Mit Hilfe dieser Operationen kann man aus einer
integrierbaren Funktion weitere integrierbare Funktionen ableiten.

Satz 7.19 Sind f, g : I→ R integrierbar, so sind auch

1. f+, f−,

2. |f|p, p ≥ 1,

3. fg

integrierbar.
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Beweis: Da f integrierbar ist, gibt es zu jedem ε > 0 Treppenfunktionen φ ≤
f ≤ ψ mit

∫
ψ −

∫
φ < ε. Dann sind auch φ+ und ψ+ Treppenfunktionen mit

0 ≤ φ+ ≤ f+ ≤ ψ+ und da ψ+(x) = 0 auch φ+(x) = 0 impliziert, gilt∫
I

ψ+(x)dx−

∫
I

φ+(x)dx ≤

∫
I

ψ(x)dx−

∫
I

φ(x)dx < ε,

und somit ist f+ integrierbar; für f− erhält man den Beweis ganz analog, was 1)
beweist. Da |f| = f+ + f− ist auch |f| integrierbar137.

Für 2) nehmen wir zuerst einmal an, daß 0 ≤ f ≤ 1, ansonsten ersetzen wir f
durch

f− minI f
maxI f− minI f

.

Da f integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen mit gemeinsamer138 Untertei-
lung X, so daß 0 ≤ φ ≤ f ≤ ψ ≤ 1 und

∫
ψ −

∫
φ < ε ist. Für p ≥ 1 sind dann

auch φp und ψp Treppenfunktionen mit 0 ≤ φp ≤ fp ≤ ψp ≤ 1. Für g(x) = xp

und damit g ′(x) = pxp−1 liefert der Mittelwertsatz für x1 ≤ x2

xp
2
− xp

1
= g(x2) − g(x1) = g

′(ξ)(x2 − x1) = pξ
p−1(x2 − x1), ξ ∈ (x1, x2),

und mit x1 = φ(x) und x2 = ψ(x) erhalten wir somit

ψp(x) − φp(x) = p ξp−1︸︷︷︸
≤ψp−1(x)≤1

(ψ(x) − φ(x)) ≤ p (ψ(x) − φ(x)) ,

woraus sofort∫
I

ψp(x)dx−

∫
I

φp(x)dx ≤ p

(∫
I

ψ(x)dx−

∫
I

φ(x)dx

)
≤ pε

und damit die Integrierbarkeit von fp folgt, solange f nichtnegativ ist. Ersetzen
wir f durch |f|, dann folgt 2).

3) folgt sofort aus 2) und der netten Identität

f(x)g(x) =
1

4

(
(f(x) + g(x))2 − (f(x) − g(x))2

)
.

�

Korollar 7.20 (Dreiecksungleichung) Ist f : I→ R integrierbar, so ist∣∣∣∣∣∫
I

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∫
I

|f(x)|dx. (7.20)

137Diese Eigenschaft gilt nur für das Riemann–Integral auf einem abgeschlossenen Intervall
[a, b]. Auf ganz R mit dem etwas komplizierteren Lebesgue–Integral funktioniert das nicht
mehr!

138Wenn nicht, dann nimmt man wie gehabt die Vereinigung der Unterteilungen, also deren
gemeinsame Verfeinerung.
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Beweis: Nach Satz 7.19 ist |f| integrierbar, die rechte Seite von (7.20) ist also
wohldefiniert. Schreiben wir f = f+−f−, dann ist nach der ”normalen“ Dreiecks-
ungleichung∣∣∣∣∣∫

I

f(x)dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∫
I

f+(x)dx−

∫
I

f−(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∫
I

f+(x)dx

∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∫
I

f−(x)dx

∣∣∣∣∣
=

∫
I

f+(x)dx+

∫
I

f−(x)dx =

∫
I

f+(x)dx+ f−(x)dx =

∫
I

|f(x)|dx,

da f± ≥ 0 und damit auch
∫
f± ≥ ist. �

Satz 7.21 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f, ϕ ∈ C(I) und außerdem
ϕ ≥ 0. Dann existiert ein ξ ∈ I, so daß∫

I

f(x)ϕ(x)dx = f(ξ)

∫
I

ϕ(x)dx. (7.21)

Für ϕ ≡ 1 gilt der Spezialfall ∫
I

f(x)dx = f(ξ) (b− a). (7.22)

Beweis: Wir setzen

m := min
x∈I

f(x), M = max
x∈I

f(x),

wobei die Extrema nach Satz 4.23 existieren. Damit ist m ≤ f(x) ≤ M, x ∈ I,
und damit wegen der Nichtnegativität vonϕ auchmϕ(x) ≤ f(x)ϕ(x) ≤Mϕ(x),
x ∈ I, also

m

∫
I

ϕ(x)dx ≤

∫
I

f(x)ϕ(x)dx ≤M

∫
I

ϕ(x)dx

und damit gibt es ein y ∈ [m,M], so daß∫
I

f(x)ϕ(x)dx = y

∫
I

ϕ(x)dx.

Nach dem Zwischenwertsatz für stetige Funktionen, Satz 4.21, gibt es dann aber
auch ein ξ, so daß f(ξ) = y ist, was den Beweis komplettiert. �

Das letzte Resultat ist ein konstruktiver Ansatz zur Integration über die näherungsweise
Berechnung des Integrals.

Definition 7.22 (Riemannsumme) Zu einer Unterteilung X = {x0, . . . , xn} von I
und Stützstellen Ξ := {ξ1, . . . , ξn} mit ξk ∈ [xk−1, xk] definiert man die Riemann-
summe

RX,Ξf :=

n∑
k=1

f(ξk) (xk − xk−1) . (7.23)

Als Feinheit der Zerlegung X bezeichnet man die Größe

h(X) = max
k=1,...,n

(xk − xk−1).



7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen 103

Die Riemannsumme ist das Integral eine Treppenfunktion, deren ”Stufenhöhe“
durch Auswertung von f an einer Stelle im jeweiligen Intervall der Zerlegung
gebildet wird. Man kann (7.23) aber auch als einen Ausdruck ansehen, der
ausgehend von der Kenntnis von f an den Stellen ξk den Wert des Integrals
annähert. Derartige Ausdrücke bezeichnet man als Quadraturformel, sie spielen
in der numerischen Mathematik eine zentrale Rolle.

Satz 7.23 Sei f : I→ R integrierbar. Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0, so daß für
jede Unterteilung Xmit Feinheit h(x) < δ und jede Wahl von zugehörigen Stützstellen
Ξ die Abschätzung ∣∣∣∣∣∫

I

f(x)dx− RX,Ξf

∣∣∣∣∣ < ε (7.24)

erfüllt ist.

Beweis: Da f integrierbar ist, gibt es zu dem vorgegebenen εTreppenfunktionen
φ ≤ f ≤ ψ mit

∫
ψ −

∫
φ < ε; sei Y = {y0, . . . , ym} die zugehörige gemeinsame

Zerlegung. Außerdem ist f beschränkt und damit die Größe

M = sup
x∈I

|f(x)| <∞
wohldefiniert. Mit δ := ε

4mM
seien X = {x0, . . . , xn} eine Zerlegung mit h(X) < δ

und Ξ zugehörige Stützstellen. Damit definieren wir die Funktion

ω(x) :=

n∑
j=1

f(ξj)χ[xj−1,xj], x ∈ I \ X,

Diese Funktion erfüllt

φ(x) − 2M ≤ ω(x) ≤ ψ(x) + 2M, x ∈ I \ (X ∪ Y) (7.25)

und außerdem

[xj, xj+1] ⊂ (yk, yk+1) ⇒ φ(x) ≤ ω(x) ≤ ψ(x), x ∈ (xj, xj+1). (7.26)

Sei nun J ⊂ I die Vereinigung aller offenen Intervalle (xj, xj+1), zu denen es ein k
gibt, so daß die Voraussetzung von (7.26) erfüllt ist, also [xj, xj+1] ⊂ (yk, yk+1) gilt.
Nun definieren wir eine weitere Treppenfunktion σ zur Zerlegung X, die wir
auf zu J gehörigen Intervallen auf 0 setzen und sonst auf 2M. Dann ist wegen
(7.25) und (7.26)

φ(x) − σ(x) ≤ ω(x) ≤ ψ(x) + σ(x), x ∈ I \ (X ∪ Y). (7.27)

Ein Intervall [xj−1, xj], auf dem σ , 0 ist, muss einen der Zerlegungspunkte
y0, . . . , ym enthalten, im ”schlimmsten“ Fall als Randpunkt. Dann taucht jeder
der inneren Zerlegungspunkte y1, . . . , ym−1 bei zwei solchen Intervallen auf, die
beiden Randpunkte nur einmal. Insgesamt kann es also höchstens 2(m−1)+2 =
2m derartige Intervalle geben, die alle höchstens Länge h(X) < δ haben. Damit
ist ∫

I

σ(x)dx ≤ (2m)(2M)h(X) < 4mMδ = ε
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und damit ∫
I

φ(x)dx− ε ≤

∫
I

ω(x)dx︸        ︷︷        ︸
=RX,Ξf

≤

∫
I

ψ(x)dx+ ε.

Da außerdem
∫
f ≤
∫
φ+ ε, ergibt sich∫
I

f(x)dx ≤

∫
I

φ(x)dx+ ε ≤ RX,Ξf+ 2ε

und analog mit
∫
f ≥
∫
ψ−ε auch

∫
f ≥ RX,Ξf−2ε, was schließlich die gewünschte

Abschätzung ∣∣∣∣∣∫
I

f(x)dx− RX,Ξf

∣∣∣∣∣ < 2ε
ergibt. �

Zum Abschluss noch die Additivität des Integrals unter Gebietszerlegung.

Lemma 7.24 Für c ∈ (a, b) und integrierbares f ist∫b
a

f(x)dx =

∫ c
a

f(x)dx+

∫b
c

f(x)dx. (7.28)

Beweis: Sei ε > 0 undφ ≤ f ≤ ψwie immer Treppenfuktionen mit
∫
ψ−
∫
φ < ε

und gemeinsamer Zerlegung X. Mit Xc := X ∪ {c} sind nun φ1 := φχ[a,c] und
φ2 := φχ[c,b] sowie ψ1 := ψχ[a,c] und ψ2 := ψχ[c,b] ebenfalls Treppenfunktionen
mit

φ(x) = φ1(x) + φ2(x), ψ(x) = ψ1(x) +ψ2(x), x ∈ I \ Xc

und φ1 ≤ f ≤ ψ1 auf [a, c] \ Xc sowie φ2 ≤ f ≤ ψ2 auf [c, b] \ Xc. Damit ist f auf
[a, c] und [c, b] integrierbar und es gilt∫b

a

f(x)dx ≥

∫b
a

φ(x)dx =

∫ c
a

φ1(x)dx︸          ︷︷          ︸
≥
∫c
a f−ε

+

∫b
c

φ1(x)dx︸          ︷︷          ︸
≥
∫b
c f−ε

≥

∫b
a

f(x)dx+

∫b
c

f(x)dx− 2ε

und ∫b
a

f(x)dx ≤

∫b
a

ψ(x)dx =

∫ c
a

ψ1(x)dx︸          ︷︷          ︸
≤
∫c
a f+ε

+

∫b
c

ψ1(x)dx︸          ︷︷          ︸
≤
∫b
c f−ε

≤

∫b
a

f(x)dx+

∫b
c

f(x)dx+ 2ε,

also ∣∣∣∣∣∣
∫b
a

f(x)dx−

(∫b
a

f(x)dx+

∫b
c

f(x)dx

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2ε,
woraus die Behauptung folgt. �
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7.3 Integration und Differentiation
Jetzt befassen wir uns mit der Interakttion von Integration und Differentiati-
on und werden feststellen, daß die beiden ”im wesentlichen“ Umkehrungen
voneinander sind.

Übung 7.1 Zeigen Sie: Jede Treppenfunktion und jede monotone Funktion
haben eine Stammfunktion. ♦

Trotz seines sehr einfachen Beweises trägt der nachfolgende Satz einen großen
Namen und ist in verschiedensten Formen kommuniziert worden, siehe [25].

Satz 7.25 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 1) Für f ∈
C(I) ist die Funktion

F(x) :=

∫ x
a

f(t)dt, x ∈ [a, b], (7.29)

differenzierbar mit F ′ = f.

Da f ∈ C(I) stetig ist, ist auch f ∈ C[a, x] für alle x ∈ [a, b] und damit ist das
Integral in (7.29) nach Satz 7.15 auch wohldefiniert.
Beweis: Für x ∈ (a, b) erhalten wir mit Hilfe von Lemma 7.24 und (7.22)

1

h
(F(x+ h) − F(x)) =

1

h

(∫ x
a

f(x)dx−

∫ x+h
a

f(x)dx

)
=
1

h

∫ x+h
x

f(x)dx = f(ξ)

mitξ = ξh ∈ [x, x+h]. Dann braucht man nur noch die Stetigkeit, um einzusehen,
daß

F ′(x) = lim
h→0

1

h
(F(x+ h) − F(x)) = lim

h→0 f(ξh) = f
(
lim
h→0 ξh

)
= f(x)

sein muss. �

Definition 7.26 (Stammfunktion) Eine Stammfunktion F oder primitive Funk-
tion oder Antiableitung139zu einer stetigen Funktion f : I → R ist eine Funktion F
mit F ′ = f. Die Funktion F aus (7.29) bezeichnen wir als kanonische Stammfunktion.

Proposition 7.27 (Stetigkeit der Stammfunktion) Ist f : I→ R integrierbar, dann
ist die kanonische Stammfunktion F stetig.

Beweis: Da f integrierbar ist, ist f beschränkt, sagen wir |f(x)| ≤ M, x ∈ [a, b]
und nach Korollar 7.20 ergibt sich

|F(x) − F(x ′)| =

∣∣∣∣∣∣
∫ x ′
x

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ x ′
x

|f(t)|︸ ︷︷ ︸
≤M

dt ≤ |x− x ′|M, (7.30)

woraus die Stetigkeit unmittelbar folgt140. �
139Auf Englisch antiderivative.
140Genau genommen ist F sogar mehr als stetig, nämlich Lipschitz–stetig, eine Eigenschaft,

die durch (7.30) definiert wird und die eine kontrolliertere Form der Stetigkeit darstellt. Insbe-
sondere kann man in diesem Fall in der ε–δ–Formulierung dann immer δ = ε/Mwählen.
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Proposition 7.28 Zwei differenzierbare Funktionen F,G : I → R sind genau dann
Stammfunktionen zu f ∈ C(I), wenn F−G eine Konstante ist.

Beweis: Da g ′ ≡ 0 für g ≡ c, c ∈ R, folgt die Richtung ”⇐“ unmittelbar. Sind
umgekehrt F,G Stammfunktionen, dann ist (F − G) ′ = F ′ − G ′ = f − f ≡ 0 und
nach Korollar 6.23 ist F−G ≡ c für ein c ∈ R. �

Und jetzt noch einmal ein weiterer Satz, der ebenfalls gerne als Hautptsatz oder
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung bezeichnet wird.

Satz 7.29 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 2) Ist F ei-
ne Stammfunktion zu f ∈ C[a, b], dann ist∫b

a

f(x)dx = F(b) − F(a) =: F(x)
∣∣∣∣b
x=a
. (7.31)

Beweis: Die kanonische Stammfunktion

F0(x) =

∫ x
a

f(t)dt, F0(a) = 0, F(b) =

∫b
a

f(x)dx

aus (7.29) erfüllt (7.31) und jede andere Stammfunktion F ist nach Propositi-
on 7.28 von der Form F(x) = F0(x) + c und damit ist

F(b) − F(a) = (F0(b) + c) − (F0(a) + c) = F0(b) − F0(a)︸  ︷︷  ︸
=0

=

∫b
a

f(x)dx

wie behauptet. �

Beispiel 7.30 Satz 7.29 erlaubt es, Integrale zu Funktionen, die wir differenzieren
können, recht einfach und unspektakulär zu berechnen:

1.
∫
ex dx = eb − ea,

2.
∫

cos xdx = sin x
∣∣∣∣b
x=a

,

3.
∫
xk dx = 1

k+1
xk+1

∣∣∣∣b
x=a

, k ≥ 0,

4.
∫
1
x
dx = log x

∣∣∣∣b
x=a

, allerdings nur dann, wenn a > 0 ist.

7.4 Rechenregeln für Integrale

Auch für Integrale gibt es Rechenregeln, die im Wesentlichen Konsequenzen
aus Rechenregeln für Ableitung und dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung sind.
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Satz 7.31 (Subsititutionsregel) Seien I = [a, b], J = [c, d] Intervalle, f ∈ C(J) und
ϕ ∈ C1(I) mit ϕ(I) ⊆ J. Dann ist∫

I

f (ϕ(t))ϕ ′(t)dt =

∫ϕ(b)
ϕ(a)

f(x)dx (7.32)

Beweis: Für jede Stammfunktion F von f gilt nach der Kettenregel

(F ◦ϕ) ′(t) = F ′ (ϕ(t)) ϕ ′(t) = f (ϕ(t)) ϕ ′(t), t ∈ I,

und damit nach zweimaliger Anwendung von Satz 7.29∫
I

f (ϕ(t))ϕ ′(t)dt =

∫
I

(F ◦ϕ) ′(t)dt = F ◦ϕ(t)
∣∣∣∣b
a
= F(x)

∣∣∣∣ϕ(b)
x=ϕ(a)

=

∫ϕ(b)
ϕ(a)

f(x)dx.

�

Unter Verwendung der symbolischen Schreibweise dϕ(t) = ϕ ′(t)dt kann man
(7.32) etwas illustrativer und vielleicht leichter merkbar als∫

I

f (ϕ(t))dϕ(t) =

∫ϕ(b)
ϕ(a)

f(x)dx (7.33)

schreiben. Tatsächlich steckt hinter (7.33) deutlich mehr Methode, aber das wäre
an dieser Stelle ein wenig zu viel.

Beispiel 7.32 (Substitutionsregel) Zur Illustration der Substitutionsregel und um
ein Gefühl dafür zu bekommen, wie man damit rechnen kann, sehen wir uns ein paar
Beispiele an.

1. Mit der Substitutionsfunktion ϕ(t) = t+ c, c ∈ R, erhalten wir∫b
a

f(t+ c)dt =

∫b
a

f(t+ c︸ ︷︷ ︸
=ϕ(t)

) 1︸︷︷︸
ϕ ′(t)

dt =

∫b
a

f(ϕ(t))dϕ(t) =

∫b+c
a+c

f(x)dx,

was niemanden zu sehr überraschen sollte.

2. Machen wir es ein klein wenig komplizierter und verwenden für c , 0 die
Funktion ϕ(t) = ct, um∫b

a

f(ct)dt =
1

c

∫b
a

f(ϕ(t)) c︸︷︷︸
=ϕ ′(t)

dt =
1

c

∫b
a

f(ϕ(t))dϕ(t) =
1

c

∫ cb
ca

f(x)dx

zu erhalten.

3. Jetzt wird es ein bisschen spannender, wir berechnen einmal die Fläche des Halb-
kreises mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 als141∫ 1

−1

√
1− x2 dx.

141Die Kreislinie besteht ja aus den Punkten (x, y) mit x2 + y2 = 1 und die obere Hälfte ergibt
sich damit als y = y(x) = +

√
1− x2.
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Mit der Substitution x = ϕ(t) = sin t erhält man also142

∫ 1
−1

√
1− x2 dx =

∫π/2
−π/2

√
1−ϕ2(t)dϕ(t) =

∫π/2
−π/2

√
1− sin2 t︸          ︷︷          ︸

=
√

cos2 t=cos t

cos t dt

=

∫π/2
−π/2

cos2 t dt,

wobei wir benutzt haben, daß der Cosinus auf [−π/2, π/2] nichtnegativ ist. Da

cos2 t =
(
eit + e−it

2

)2
=
1

4

(
e2it + 2+ e−2it

)
=
1

2
(1+ cos 2t),

können wir unter Verwendung von 2) folgendermaßen weiterrechnen:∫ 1
−1

√
1− x2 dx =

1

2

∫π/2
−π/2

(1+ cos 2t)dt

=
1

2

∫π/2
−π/2

1 dt︸       ︷︷       ︸
=π

+
1

2

∫π/2
−π/2

cos 2t dt︸             ︷︷             ︸
= 12

∫π
−π cos t dt

=
π

2
+
1

4

∫π
−π

cos t dt

=
π

2
+
1

4
sin x

∣∣∣∣π
x=−π︸       ︷︷       ︸

sinπ−sin−π=0−0=0

=
π

2
.

Die Fläche des Einheitskreises ist damit exakt π. Damit haben wir endlich auch die
r2π–Formel für die Kreisfläche bewiesen, denn, zur Erinnerung, bisher kannten
wir ja π nur als Nullstelle einer Funktion, die sich aus der komplexen Exponen-
tialfunktion ergeben hat.

Die zweite wichtige Rechenregel betrifft das Produkt von Funktionen.

Satz 7.33 (Partielle Integration) Für f, g ∈ C1(I), I = [a, b], gilt∫
I

f(x)g ′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣∣b
x=a

−

∫
I

f ′(x)g(x)dx. (7.34)

Beweis: Mit der Produktregel (6.5) der Differentiation erhalten wir

f(x)g(x)
∣∣∣∣b
x=a

=

∫b
a

(fg) ′(x)dx =

∫b
a

f(x)g ′(x) + g(x)f ′(x)dx,

was sich direkt in (7.34) umformen lässt. �

Partielle Integration ist immer dann das Mittel der Wahl, wenn man es mit
Funktionen zu tun hat, die sich durch Ableiten ”loswerden“ lassen oder nach
Ableitung reproduzieren. Sehen wir uns zwei einfache Beispiele an.

142Wir lesen nun (7.33) von rechts nach links und erinnern uns daran, daß sin±π
2
= ±1 ist.
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Beispiel 7.34 (Partielle Integration)

1. Mit Hilfe einer Stammfunktion F zu f, also f = F ′ ist∫b
a

x f(x)dx =

∫b
a

x F ′(x)dx = xF(x)
∣∣∣∣b
x=a

−

∫b
a

F(x)dx.

Definiert man die k–te Stammfunktion Fk als

F0(x) := f(x), Fk(x) =

∫ x
a

Fk−1(t)dt, k ∈N, (7.35)

mit F ′
k
= Fk−1 und F(k)

k
= f, dann ist143

∫b
a

xn f(x)dx = xnF1(x)
∣∣∣∣b
x=a

−

∫b
a

nxn−1F1(x)dx

= xnF1(x)
∣∣∣∣b
x=a

− nxn−1F2(x)
∣∣∣∣b
x=a

+

∫b
a

n(n− 1)xn−1F2(x)dx

=

k−1∑
j=0

(−1)j
n!

(n− j)!
xn−jFj+1(x)

∣∣∣∣b
x=a

+ (−1)k
∫b
a

n!

(n− k)!
xn−kFk+1(x)dx

=

n∑
j=0

(−1)j
n!

(n− j)!
xn−jFj+1(x)

∣∣∣∣b
x=a
,

da die (n + 1)–te Ableitung vom xn ja bekanntlich 0 ist. Kennt man also die
Stammfunktionen von f, so kann man auf diese Art alle Momente

µn(f) :=

∫b
a

xnf(x)dx, n ∈N0, (7.36)

berechnen. Ist f ≥ 0, so lässt sich f übrigens auch wieder aus diesen Momenten
rekonstruieren, aber das ist eine andere Geschichte144.

2. Hübsch ist auch für 0 < a < b∫b
a

log xdx = x log x
∣∣∣∣b
x=a

−

∫b
a

x
1

x
dx = x (log x− 1)

∣∣∣∣b
x=a
.

Für eine etwas substantiellere Aussage integrieren wir einmal an den trigono-
metrischen Funktionen herum und interessieren uns für die Folge

an :=

∫π/2
0

sinn xdx, n ∈N0

143Wer will, kann das Ganze gerne formal mit Induktion beweisen – schaden kann es nicht!
144Wenn auch eine sehr interessante.
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mit a0 = π
2

und145 a1 = cos 0− cos π
2
= 1. Nun schreiben wir

an+1 =

∫π/2
0

sinn+1 xdx = −

∫π/2
0

sinn x (cos x) ′ dx

= − sinn x cos x
∣∣∣∣π/2
x=0

+ n

∫π/2
0

sinn−1 x (cos x)︸    ︷︷    ︸
=(sin x) ′

(cos x)dx

= − sinn
π

2
cos

π

2︸  ︷︷  ︸
=0

+ sinn 0︸  ︷︷  ︸
=0

cos 0+ n
∫π/2
0

sinn−1 x cos2 x︸  ︷︷  ︸
=1−sin2 x

dx

= n

∫π/2
0

sinn−1 x
(
1− sin2 x

)
dx = n

∫π/2
0

sinn−1 xdx− n
∫π/2
0

sinn+1 xdx

= nan+1 − nan+1,

also
an+1 =

n

n+ 1
an−1, a0 = a1 = 1. (7.37)

Damit ist für n ∈N0

a2n =
π

2

n∏
j=1

2j− 1

2j
=
π

2

(2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1

2n(2n− 2) · · · 4 · 2
(7.38)

a2n+1 =

n∏
j=1

2j

2j+ 1
=

2n(2n− 2) · · · 4 · 2

(2n+ 1)(2n− 1) · · · 5 · 3
(7.39)

und insbesondere a2n+2
a2n

= 2n+1
2n+2

. Da für x ∈ [0, π/2] ja 0 ≤ sin x ≤ 1 gilt, ist

sin2n+2 x ≤ sin2n+1 x ≤ sin2n x ⇒ a2n+2 ≤ a2n+1 ≤ a2n.

Damit ist
1 ≥ lim

n→∞
a2n+1

a2n
≥ lim
n→∞

a2n+2

a2n
= lim

n→∞
2n+ 1

2n+ 2
= 1,

also

1 = lim
n→∞

a2n+1

a2n
= lim

n→∞
2

π

 n∏
k=1

2k− 1

2k

−1  n∏
k=1

2k

2k+ 1


=

2

π
lim
n→∞

 n∏
k=1

2k

2k− 1

  n∏
k=1

2k

2k+ 1

 = 2

π
lim
n→∞

n∏
k=1

4k2

4k2 − 1
,

was zum Wallis–Produkt
π

2
=

∞∏
k=1

4k2

4k2 − 1
(7.40)

führt, mit dessen Hilfe sich π explizit berechnen lässt. Allerdings konvergiert
das Produkt nicht sonderlich schnell, für n = 500 erhält man gerade mal 3.1400,
so daß die Formel eher von theoretischem Wert ist; dafür nähern sich die Werte
aber von unten an, man erhält also immer genauere untere Abschätzungen von
π.

145Das ist ausnahmsweise kein Schreibfehler, denn die Stammfunktion zu sin x ist cos x.
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7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen
Bei der Definition des Riemann–Integrals hatten wir zwei wesentliche Ein-
schränkungen:

1. Der Integrationsbereich musste ein abgeschlossenes, endliches Intervall
sein.

2. Die zu integrierende Funktion, der Integrand146, musste beschränkt sein.

Um diese beiden Einschränkungen zumindest teilweise loszuwerden nutzen
wir wieder einen Grenzprozess und erhalten so eine Erweiterung des Integral-
und Integrierbarkeitsbegriff. Die dadurch definierten Integrale bezeichnet man
als uneigentliches Integral. Zuerst lassen wir eine Integrationsgrenze ”gegen
Unendlich gehen“.

Definition 7.35 Ist f : [a,∞) → R integrierbar auf jedem Intervall [a, b], b > a,
dann heißt das Integral ∫∞

a

f(x)dx := lim
b→∞
∫b
a

f(x)dx (7.41)

konvergent falls der Grenzwert in (7.41) existiert147. Analog definiert man das Integral∫b
−∞ f(x)dx.

Beispiel 7.36 Für s > 1 und a > 0 ist das Integral∫∞
a

1

xs
dx

konvergent. In der Tat gilt∫b
a

x−s dx =
1

1− s
x1−s

∣∣∣∣b
x=a

= −
1

(s− 1)︸       ︷︷       ︸
<0

(
1

bs−1︸ ︷︷ ︸→0
−
1

as−1

)→ 1

s− 1

1

as−1

für b→∞.

Der nächste Fall ist die Situation, daß die Funktion f am Rand des Integrati-
onsbereichs nicht definiert ist148, also eine Singularität am Rand hat. Wir legen
diese Singularität auf den linken Rand, eine Singularität am rechten Rand und
eine beiderseitige Singularität behandelt man analog.

146So, jetzt ist dieses Wort auch einmal aufgetaucht. Und eine Integrandin gibt es nicht, auch
nicht im Zeitalter der gendergerechten (was für ein grausiges Wort, auch ohne das zugehörige
Konzept) Sprachregelungen.

147Und zwar wieder für jede Folge bn →∞ und unabhängig von der gewählten Folge.
148Nach dem ”Zerlegungssatz“, Lemma 7.24 können wir das Intervall an jeden Punkt im

Integrationsbereich, an dem f nicht definierte ist, in zwei Teilintervalle aufspalten, die den

”bösen“ Punkt dann als Randpunkt haben.
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Definition 7.37 Ist f : (a, b] → R integrierbar auf jedem Intervall149 [a + ε, b] so
heißt das Integral konvergent, wenn der Grenzwert∫b

a

f(x)dx := lim
ε→0+

∫b
a+ε

f(x)dx (7.42)

existiert.

Beispiel 7.38 Das Standardbeispiel ist∫b
0

1

xα
dx, α < 1,

für das wir ∫b
ε

1

xα
dx =

1

1− α
x1−α

∣∣∣∣b
x=ε

=
b1−α − ε1−α

1− α
→ b1−α

1− α

erhalten. Für α = 1 hingegen ist∫b
ε

1

x
dx = log x

∣∣∣∣b
x=ε

= logb− log ε︸ ︷︷ ︸→−∞
,

was leider nicht konvergiert.

Mit Hilfe uneigentlicher Integrale können wir Integration nutzen, um sehr ele-
gant die Kovergenz gewisser Reihen beurteilen zu können.

Satz 7.39 (Integralvergleichskriterium) Für eine nichtnegative monoton fallende
Funktion f : [1,∞)→ R+ konvergiert das Integral∫∞

1

f(x)dx

genau dann, wenn Reihe ∞∑
k=1

f(n)

konvergiert.

Beweis: Da fmonoton fallend ist, ist

f(n+ 1) ≤

∫n+1
n

f(x)︸       ︷︷       ︸
=f(ξ), x∈[n,n+1]

dx ≤ f(n), n ∈N,

und damit
n∑
k=1

f(k+ 1) ≤

n∑
k=1

∫ k+1
k

f(x)dx =

∫n+1
1

f(x)dx ≤

n∑
k=1

f(k), n ∈N.

Damit ist aber die Summe genau dann beschränkt und damit konvergent, wenn
das Integral beschränkt und damit konvergent ist. �

149Nicht vergessen: Integrierbarkeit ist auf abgeschlossenen Intervallen definiert!
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Beispiel 7.40 Die Reihe
∑
n−α konvergiert für α > 1 und divergiert für α ≤ 1, wie

uns jetzt ganz einfach das Integral∫n
1

x−α dx =
n1−α − 1

1− α

sofort zeigt. Damit kann man die Grenzwerte dieser Reihe als Funktion von s betrachten:

ζ(α) :=

∞∑
k=1

1

kα
, x > 1, (7.43)

die erst richtig interessant wird, wenn man α ∈ C mit <α > 1 wählt. Das ist dann die
berühmte Riemannsche Zetafunktion, siehe [7], deren Nullstellenverhalten immer
noch ungeklärt ist150.

Und wenn wir schon bei den berühmten Funktionen sind, dann definieren gleich
noch eine ganz spezielle spezielle Funktion.

Definition 7.41 (Gammafunktion) Die Gammafunktion ist definiert als

Γ(x) :=

∫∞
0

tx−1e−t dt, x > 0, (7.44)

Die obige Definition ist an beiden Grenzen ein uneigentlichens Integral. Am
linken Rand stellen wir fest, daß der Integrand f(t) = tx−1e−t aus (7.44) f(t) ≤ tx−1

erfüllt und daher nach Beispiel 7.38 das Integral konvergiert. Andererseits151 ist,
wenn wir t so groß wählen, daß et > t1−x ist, auch tx−1e−t < t−2 und das Integral
konvergiert nach Beispiel 7.36.

Das Schöne an der Gammafunktion ist die Tatsache, daß sie eine kontinuier-
liche Erweiterung der Fakultät ist.

Proposition 7.42 (Gammafunktion und Fakultät) Die Gammafunktion erfüllt

Γ(x+ 1) = x Γ(x), x ∈ R+, und Γ(n+ 1) = n!, n ∈N. (7.45)

Beweis: Beginnen wir mit der Rekursionsformel links in (7.45), die wir durch
die partielle Integration152

Γ(x+ 1) =

∫∞
0

txe−t dt = −txe−t
∣∣∣∣∞
t=0

+ x

∫∞
0

tx−1e−t dt = lim
t→∞

tx

et︸    ︷︷    ︸
=0

+x Γ(x)

beweisen und für die rechte Formel brauchen wir nur noch, daß

Γ(1) =

∫∞
0

e−t dt = −e−t
∣∣∣∣∞
t=0

= − lim
t→∞ e−t︸     ︷︷     ︸

=0

+1 = 1

150Das ist die Riemannsche Vermutung, die (Stand Juni 2015) eine der letzten überlebenden

”großen“ Vermutungen der Mathematik ist.
151Und das durchaus in einem doppelten Sinne.
152Die Integration der ”selbstreproduzierenden“ Exponentialfunktion gegen eine ”reduzieren-

de“ Potenzfunktion schreit förmlich danach
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ist, denn dann ist

Γ(n+ 1) = nΓ(n− 1) = · · · = n(n− 1) · · · Γ(1) = n!,

wie behauptet. �

Definition 7.43 (Logarithmische Konvexität) Eine Funktion153 f : I → R+ heißt
logarithmisch konvex, wenn die Funktion log f : R+ → R konvex ist, d.h., wenn für
λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)x ′) = elog f(λx+(1−λ)x ′)
≤ eλ log f(x)+(1−λ) log f(x ′) = f(x)λ · f(x ′)1−λ (7.46)

gilt.

Logarithmische Konvexität ist eine zentrale und beinahe charakterisierende Ei-
genschaft der Gammafunktion.

Satz 7.44 (Gammafunktion)

1. Die Gammafunktion ist logarithmisch konvex.

2. Ist f : R+ → R+ eine logarithmisch konvexe Funktion mit f(x+ 1) = xf(x) und
f(x) = 1, so ist f = Γ .

Beweis: Aus der Hölder–Ungleichung

∫b
a

|f(x)g(x)|dx =

(∫b
a

|f(x)|p
)1/p (∫b

a

|g(x)|q
)1/q

,
1

p
+
1

q
= 1, (7.47)

siehe Übung 7.2, folgt mit p := λ−1, q := (1− λ)−1, daß

Γ (λx+ (1− λ)x ′)← ∫b
ε

tλx+(1−λ)x ′−1e−t dt

=

∫b
ε

tλx+(1−λ)x ′−1e−t dt =

∫b
ε

tx/p+x
′/q−(1/p+1/q)e−t dt

=

∫b
ε

(
tx−1

)1/p (
tx
′−1

)1/q
e−t(1/p+1/q) dt =

∫b
ε

(
tx−1e−t

)1/p (
tx
′−1e−t

)1/q
dt

=

(∫b
ε

tx−1e−t dt

)1/p (∫b
ε

tx
′−1e−t dt

)1/p → Γ(x)λ + Γ(x ′)1−λ,

wobei wir formal erst die Ungleichung für die endlichen Integrale bestimmen
und dann jeweils die Grenzübergänge ε→ 0 und b→∞ durchführen müssten.
Auf jeden Fall beweist das 1).

153Das Intervall I hier kann offen, abgeschlossen und uneigentlich sein, insbesondere ist I = R+

erlaubt.
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Sei umgekehrt f eine Funktion, die die Bedingungen von 2) erfüllt, dann
folgt aus der Funktionalgleichung f(x+ 1) = xf(x), daß

f(x+ n) = (x+ n− 1)f(x+ n− 1) = · · · = f(x)

n−1∏
k=0

(x+ k), n ∈N, (7.48)

gelten muss und die Normalisierung f(1) = 1 ergibt auch schon f(n + 1) = n!,
aufN stimmen f und Γ also schon einmal überein. Für den Rest verwenden wir
zu x ∈ (0, 1) die logarithmische Konvexität und die einfach zu verifizierende
Beobachtung x+ n = (1− x)n+ x(n+ 1):

f(x+ n) = f ((1− x)n+ x(n+ 1)) ≤ f(n)1−x f(n+ 1)x

= f(n)︸︷︷︸
=(n−1)!

(
f(n+ 1)

f(n)

)x
︸          ︷︷          ︸

=(n!/(n−1)!)x=nx

= (n− 1)!nx.

Weil es so schön funktioniert hat, dasselbe Spiel mit n + 1 = x(n + x) + (1 −
x)(n+ x+ 1):

n! = f(n+ 1) = f (x(n+ x) + (1− x)(n+ x+ 1)) ≤ f(n+ x)x f(n+ x+ 1)1−x

= f(n+ x)x ((n+ x)f(n+ x))
1−x

= f(n+ x)(n+ x)1−x,

was insgesamt die Ungleichungen

n!(n+ x)x−1 ≤ f(x+ n) ≤ (n− 1)!nx︸         ︷︷         ︸
=n!nx−1

, n ∈N, (7.49)

ergibt. Setzen wir nun (7.48) in (7.49) ein und dividideren durch das positive
Produkt, dann erhalten wir die Ungleichung

n!

(x+ n− 1) · · · x
(n+ x)x−1︸                               ︷︷                               ︸

=:an(x)

≤ f(x) ≤
n!

(x+ n− 1) · · · x
nx−1︸                       ︷︷                       ︸

=:bn(x)

, (7.50)

wobei154

an(x)

bn(x)
=

(
n+ x

n

)x−1
=

(
1+

x

n

)x−1 ⇒ lim
n→∞

an(x)

bn(x)
= 1.

Existiert also einer der beiden Grenzwerte a∗ = liman oder b∗ = limbn für
n→∞, dann existiert auch der andere die beiden Grenzwerte und definiert den
Funktionswert f(x) eindeutig. Würde eine der beiden Folgen divergieren, so täte
dies auch die andere und die Funktion wäre an der Stelle xnicht definiert155. Nun

154Zur Beachung: Da x < 1 ist dieser Quotient auch wirklich < 1, was konsistent mit an < bn
ist.

155Sie hätte ”Funktionswert∞“.
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kennen wir aber eine Lösung, der Funktionalgleichung, nämlich Γ , weswegen
also für jedes x ∈ R+

lim
n→∞an(x) = lim

n→∞bn(x) = Γ(x) ⇒ f(x) = Γ(x)

gelten muss. �

Übung 7.2 Beweisen Sie (7.47). Hinweis: Wenden sie die Höldersche Unglei-
chung (6.29) auf die Riemannsumme an und verwenden Sie Satz 7.23. ♦

Als Anwendungen erhalten wir Formeln für die Gammafunktion und um π in
ihr zu finden.

Korollar 7.45 Für x ∈ R+ ist

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
(7.51)

und
Γ

(
1

2

)
=
√
π. (7.52)

Beweis: Der Ausdruck auf der rechten Seite von (7.51) ist bn n
x+n

, was für je-
des x denselben Grenzwert n → ∞ wie bn hat, nämlich Γ(x). Damit ist aber
insbesondere

Γ

(
1

2

)
= lim

n→∞
n!
√
n

1
2
(1+ 1

2
) · · · (n− 1+ 1

2
)(n+ 1

2
)

Γ

(
1

2

)
= lim

n→∞
n!
√
n

(1− 1
2
)(2− 1

2
) · · · (n− 1

2
)(n+ 1

2
)
,

also, indem wir im Nenner den (k + 1)ten Term des ersten Produkts mit dem
kten Term des zweiten Produkts zusammenfassen,

Γ

(
1

2

)2
= lim

n→∞
2n

n+ 1
2

(n!)2

(1− 1
4
)(4− 1

4
) · · · (n2 − 1

4
)

= lim
n→∞

2n

n+ 1
2︸         ︷︷         ︸

=2

lim
n→∞

n∏
k=1

k2

k2 − 1
4

= 2 lim
n→∞

n∏
k=1

4k2

4k2 − 1
= 2

π

2
= π,

wobei wir nochmals das Wallis–Produkt (7.40) verwendet haben. �

Die Formel (7.51) kann man schließlich auch nutzen, um eine Aussage über das
Verhalten der Funktion n 7→ n! zu erhalten. Dazu nennt man zwei Folgen156 a, b

asymptotisch äquivalent, in Zeichen a ∼ b oder an ∼ bn, wenn

lim
n→∞

an

bn
= 1

ist. Mit dieser Terminologie kann man die Sterling–Formel als

n! ∼
√

2πn

(
n

e

)n
(7.53)

schreiben, Beweis siehe [9, 14]. Und so seltsam sie auch aussieht, sie kann
tatsächlich von Nutzen sein . . .

156Die nicht konvergent sein müssen!
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Die sichere Überzeugung, daß man
könnte, wenn man wollte, ist Ursache
an manches guten Kopfes Untätigkeit,
und das nicht ohne Grund.

G. Chr. Lichtenberg

Folgen und Reihen von
Funktionen 8

In diesem letzten Kapitel betrachten wir nun nicht nur einzelne Funktionen,
sondern Folgen fn : D → R von Funktionen, und interessieren uns für deren
Gemeinsamkeiten. Dabei kann D wieder eine ziemliche beliebige Teilmenge
von R sein, wenn wir mit Eigenschaften wie Stetigkeit, Integrierbarkeit oder
Differenzierbarkeit operieren wollen, dann sollte natürlich auchD passend sein.

8.1 Punktweise und gleichmäßige Konvergenz
Definition 8.1 (Konvergenz) Sei fn : D → R, n ∈ N, eine Folge von Funktionen
mit gemeinsamem Definitionsbereich D.

1. Die Folge fn heißt punktweise konvergent mit Grenzfunktion f : D→ I, wenn
es zu jedem x ∈ D und jedem ε > 0 ein n0 ∈N gibt, so daß

|f(x) − fn(x)| < ε, n ≥ n0. (8.1)

2. Die Folge fn heißt gleichmäßig konvergent mit Grenzfunktion f : D→ I, wenn
es zu edem ε > 0 ein n0 ∈N gibt, so daß

|f(x) − fn(x)| < ε, n ≥ n0, x ∈ D. (8.2)

Der Unterschied zwischen punktweiser und gleichmäßiger Konvergenz besteht also
darin, daß in letzterem Fall der Index n0 von der Stelle x ∈ D unabhängig ist.

Jede gleichmäßig konvergente Folge ist auch punktweise konvergent, die Um-
kehrung gilt allerdings nicht, selbst wenn die Funktionen stetig sind. Das ”klas-
sische“ Gegenbeispiel auf dem Intervall [0, 1] ist die Folge

fn(x) :=


nx, x ∈ [0, 1

n
],

2− nx, x ∈ [ 1
n
, 2
n
],

0, x ∈ [ 2
n
, 1],

(8.3)

siehe Abb. 8.1. Für jedes x > 0 ist fn(x) = 0 für alle n > 1
x

und fn(0) = 0 gilt
sogar für alle n. Daher konvergiert die Funktion punktweise gegen Null und



118 8 FOLGEN UND REIHEN VON FUNKTIONEN

müsste, wenn sie gleichmäßig konvergieren würde, ebenfalls Grenzfunktion
Null haben157. Nun gibt es aber zu jedem n ∈ N ein x, nämlich x = 1

n
, an dem

f(x) = 1 ist. Wem das nicht reicht, der kann gn(x) = nfn(x) betrachten, da
divergieren die Werte an x = 1

n
sogar.

0 1/n 2/n

1

Abbildung 8.1: Einfachstes Beispiel einer punktweise, aber nicht gleich-
mäßig konvergenten Funktionenfolge. Das ”Dach“ rückt für n→∞ immer
weiter nach links.

Proposition 8.2 Ist fn : D → R eine gleichmäßig konvergente Folge von stetigen
Funktionen, dann ist auch der Grenzwert f stetig.

Beweis: Sei ε > 0 und x ∈ D. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Folge
fn gibt es ein k ∈N, so daß158

|fk(y) − f(y)| < ε, y ∈ D,

und da fk stetig ist, gibt es auch ein δ > 0mit

|x− x ′| < δ ⇒ |fk(x) − fk(x
′)| < ε.

Damit ist für |x− x ′| < δ

|f(x) − f(x ′)| = |f(x) − fk(x) + fk(x) − fk(x
′) + fk(x

′) − f(x ′)|

≤ |f(x) − fk(x)|︸            ︷︷            ︸
<ε

+ |fk(x) − fk(x
′)|︸               ︷︷               ︸

<ε

+ |fk(x
′) − f(x ′)|︸              ︷︷              ︸
<ε

< 3ε,

und damit ist f stetig. �

157Der gleichmäßige Grenzwert muss nach (8.1) und (8.2) an jeder Stelle mit dem punktweisen
übereinstimmen.

158Wegen des Betrags ist |fk− f| = |f− fk|, man kann die Reihenfolge also nach Lust und Laune
vertauschen.
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Gleichmäßige Konvergenz ist unbedingt, damit Proposition 8.2 funktioniert, an-
sonsten ist sie im allgemeinen falsch159. Ein einfaches Gegenbeispiel ist auf
I = [−1, 1] die Folge

fn(x) =


min (−1, nx) , x < 0

0, x = 0,
max (1, nx) , x > 0,

(8.4)

von stetigen Funktionen, die punktweise gegen die Signumfunktion

σ(x) =


−1, x < 0,

0, x = 0,
1, x > 0,

(8.5)

konvergiert. Ein bisschen mehr Spaß macht allerdings das folgende Beispiel aus
[11].

Beispiel 8.3 (Coole Funktion) Wir konstruieren ein Beispiel, wo die Grenzfunktion
an allen rationalen Zahlen unstetig ist.

1. Die Funktion

f(x) =

{
1
q
, x = p

q
∈ Q,

0, x ∈ R \Q,
(8.6)

wobei die Darstellung p/q einer rationalen Zahl so gewählt sein soll, daß q ∈N
minimal ist, ist unstetig160 auf Q und stetig161 auf R \Q und stellt daher eine
gewisse Herausforderung an die Intuition dar.

2. Um auf [0, 1] eine Folge fn zu konstruieren, die punktweise gegen f aus (8.6)
konvergiert162, betrachten wir alle x = p

q
∈ [0, 1] mit q < n und setzen an diesen

Stellen fn(x) = 1
q

sowie

fn(x) := n
2


1
q
(x− p

q
+ 1

n2
) + 1

n
(p
q
− x), x ∈

[
p

q
− 1

n2
,
p

q

]
,

1
n
(x− p

q
) + 1

q
(x− p

q
− 1

n2
) x ∈

[
p

q
,
p

q
+ 1

n2

]
,

was nichts anderes ist als eine stückweise lineare Funktion, die an den Stellen
p

q
±

1
n2

wieder bei 1
n

landet. An allen anderen Stellen setzen wir fn = 1
n

.

3. Diese Folge fn erfüllt sogar fn ≥ fn+1, fällt monoton und konvergiert punktweise
gegen f: Für jede rationale Stelle x = p

q
ist irgendwann n ≥ q und für irrationale

x ∈ R \Q konvergiert fn(x) gegen Null.

4. Leider ist f aber eben unstetig an Q ∩ [0, 1].

159Das heißt, es gibt mindestens ein Gegenbeispiel.
160In jeder beliebigen Nähe zu einem rationalen Punkt gibt es andere rationale Punkte mit

beliebig großem Nenner, an denen f beliebig nahe an Null kommt
161Um an eine irrationale Funktion nahe genug heranzukommen, muss der Nenner immer

größer werden.
162Wer eine Funktion auf ganz R bevorzugt, setzt dieses f einfach 1–periodisch fort, also
fn(k+ x) = fn(x), k ∈N, x ∈ [0, 1). Das ist stetig da fn(0) = fn(1) = 1.
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1/5

1/2

1/3

1/4

1

1/4 1/3 1/2 2/3 3/4 1

Abbildung 8.2: Die Funktion f5 aus Beispiel 8.3. Man sieht die ”hohen
Gipfel“ der Funktion f, allerdings mit der Breite n−2, die im Laufe des
Prozesses immer mehr abnehmen wird. Alle anderen Gipfel sind durch
den Minimalwert 1

5 ”überflutet“, tauchen aber für hinreichend großes n
irgendwann auf.

Die Funktion aus Beispiel 8.3 hat aber noch eine schöne Eigenschaft: Sie ist
Riemann–integrierbar auf [0, 1] und ihr Integral ist 0. Um das zu zeigen, brau-
chen wir eine Ober- und eine Untersumme, also Treppenfunktionen φ ≤ f ≤ ψ
mit 0 =

∫
φ =

∫
ψ. Die Wahl φ = 0 ist einfach, für ψ verwenden wir eine Folge

von Treppenfunktion, die sich analog zu Abb 8.2 ergibt, nämlich

ψn(x) :=

{
1, x ∈

[
p

q
− 1

n3
,
p

q
+ 1

n3

]
,

1
n
, sonst.

Es gibt in [0, 1] maximal n2 Brüche163 mit Nenner < n und jeder dieser Brüche
fügt eine Treppe mit Fläche 2/n3 hinzu, also insgesamt höchstens eine Fläche
von 2/n. Den Rest überschätzt man mit

∫1
0
1
n
= 1

n
und erhält insgesamt, daß

0 ≤

∫ 1
0

ψn(x)dx ≤
2

n
+
1

n
=
3

n
,

was für n→∞ tatsächlich gegen 0 konvergiert.

163Genauer: 2 mit Nenner 1, einen mit Nenner 2, 2 mit Nenner 3, 3 mit Nenner 4, und das
bereits mit Doppelnennungen, also insgesamt 2 + n(n−1)

2
, was mit n2 hinreichend großzügig

abgeschätzt ist.



8.1 Punktweise und gleichmäßige Konvergenz 121

Bei der Konvergenz von Folgen haben wir den Abstandsbegriff verwendet,
der durch die Betragsfunktion, die auf jedem geordneten Körper existiert. Das
wollen wir im Vorgriff auf Analysis 2 ein wenig abstrahieren, wobei wir auch
gleich komplexwertige Funktionen betrachten können, durch den Betrag in (8.7)
passiert ja nichts wesentliches.

Definition 8.4 (Supremumsnorm) Die Supremumsnorm zu einer stetigen Funkti-
on f : D→ C ist definiert als

‖f‖D,∞ := ‖f‖∞ := sup
x∈D

|f(x)|. (8.7)

Ist D = [a, b], dann kann man ”sup“ auch durch ”max“ ersetzen.

Übung 8.1 Zeigen Sie: ‖ · ‖∞ erfüllt die Normaxiome

1. ‖f‖∞ ≥ 0 und ‖f‖∞ = 0⇔ f = 0.

2. ‖cf‖∞ = |c| ‖f‖∞, c ∈ R.

3. ‖f+ g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

♦

Die Normaxiome aus Übung 8.1 sind genau die Eigenschaften des Betrags, die
wir bei der Konvergenzanalyse von Folgen ständig verwendet haben. Damit
geben Sie uns auch einen Konvergenzbegriff von Funktionenfolgen. Und der
lässt sich leicht identifizieren.

Proposition 8.5 Eine Folge fn konvergiert genau dann gleichmäßig gegen f, wenn
‖fn − f‖∞ eine Nullfolge ist.

Beweis: ”⇒“: Konvergiert fn gleichmässig gegen f, dann gibt es zu jedem ε > 0

ein n0, so daß |fn(x) − f(x)| < ε für alle x ∈ D erfüllt ist. Nach der Definition des
Supremums gibt es aber auch ein x∗ ∈ Dmit

|fn(x
∗) − f(x∗)| > sup

x∈D

|fn(x) − f(x)|− ε

und damit ist

‖fn − f‖∞ := sup
x∈D

|fn(x) − f(x)| < |fn(x
∗) − f(x∗)|+ ε < 2ε, n ≥ n0,

und ‖fn − f‖∞ ist eine Nullfolge. Für ”⇐“ wählen wir zu ε > 0 ein n0, so daß
‖fn − f‖∞ < ε, n ≥ n0, und erhalten, daß dann auch für alle x ∈ D

|fn(x) − f(x)| ≤ sup
x ′∈D

|fn(x
′) − f(x ′)| = ‖fn − f‖∞ < ε, n ≥ n0,

erfüllt sein muss. �

Mit anderen Worten: Die Supremumsnorm beschreibt gleichmäßige Konver-
genz. In diesem Kontext kann man nun wieder ein Cauchy–Kriterium aufstellen
und in fast perfekter Analogie all das machen, was wir vorher mit Folgen und
Reihen von Zahlen gemacht haben.
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8.2 Konvergenzsätze

Als erstes sehen wir uns Reihen von Funktionen und deren absolute Konvergenz
an.

Satz 8.6 (Absolute Konvergenz) Sei fn : D→ C eine Folge von Funktionen, für die
die Reihe Σfn absolut konvergent ist, d.h.

∞∑
n=1

‖fn‖∞ <∞. (8.8)

Dann konvergiert die Reihe ∞∑
n=1

f(x)

absolut und gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion f.

Beweis: Für jedes x ∈ D ist

∞∑
n=1

|fn(x)| ≤

∞∑
n=1

‖fn‖∞ <∞,
die Reihe Σfn(x) konvergiert also absolut und die Funktion f : D → C ist
wohldefiniert. Außerdem ist für x ∈ D∣∣∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

|fk(x)| ≤

∞∑
k=n+1

‖fn‖∞,

wobei der letzte Ausdruck eine von x unabhängige Nullfolge in n ist. Das
bedeutet aber gerade, daß die Reihe gleichmäßig konvergent ist. �

Unter gewissen Voraussetzungen konvergieren auch Integrale.

Satz 8.7 (Integrale) Konvergiert die Folge fn ∈ C[a, b] von stetigen Funktionen
gleichmäßig gegen f ∈ C[a, b], dann ist∫b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫b
a

fn(x)dx. (8.9)

Beweis: Nach Proposition 8.2 ist f stetig und damit integrierbar, dank Satz 7.20
und Satz 7.21 ist∣∣∣∣∣∣

∫b
a

f(x)dx−

∫b
a

fn(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫b
a

|f(x) − fn(x)| dx = |f(ξ) − fn(ξ)| (b− a)

≤ ‖f− fn‖(b− a),

und da ‖f− fn‖→ 0 für n→∞, konvergieren auch die Integrale. �
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Bemerkung 8.8 Punktweise Konvergenz reicht für die Integrale nicht aus! Das ein-
fachste Beispiel ist die Funktionenfolge gn := n fn mit den Funktionen fn aus (8.3)
bzw. Abb 8.1. Der punktweise Grenzwert ist g = 0, aber es gilt∫ 1

0

gn(x)dx = 1 ⇒ lim
n→∞

∫ 1
0

gn(x)dx = 1 , 0 =

∫ 1
0

g(x)dx.

Und auch für die Ableitung gibt es einen Satz.

Satz 8.9 Ist fn ∈ C1[a, b] eine Folge differenzierbarer Funktionen, die punktweise
gegen f : [a, b]→ R konvergiert und deren Ableitungen f ′n gleichmäßig konvergieren,
dann ist f differenzierbar und es gilt

lim
n→∞ f ′n(x) = f ′(x), x ∈ [a, b]. (8.10)

Beweis: Da die Funktionen f ′n gleichmäßig konvergieren, ist die Grenzfunktion
g stetig und integrierbar und nach Satz 8.7 ist für jedes x ∈ [a, b]

f(x) = lim
n→∞ fn(x) = lim

n→∞
(
fn(a) +

∫ x
a

f ′n(t)dt

)
= lim

n→∞ fn(a) + lim
n→∞

∫ x
a

f ′n(t)dt = f(a) +

∫ x
a

g(t)dt,

und damit ist nach Satz 7.25 f differenzierbar mit f ′(x) = g(x), x ∈ D. �

8.3 Der Satz von Arzela–Ascoli

Die Aussagen des letzten Abschnitts waren allesamt durchaus unspektakulär164

und die Gegenbeispiele waren fast interessanter als die Resultate selbst. In die-
sem Abschnitt werden wir uns einen klassischen Satz ansehen, der ein Analogon
des Satzes von Bolzano–Weierstrass, Satz 3.38, darstellt. Dazu erst einmal eine
kleine Vorbemerkung.

Ist fn ∈ C[a, b] eine gleichmäßig konvergente Folge stetiger Funktionen auf
einem kompakten (abgeschlossenen und beschränkten) Intervall, dann bildet die-
se Folge eine Cauchy–Folge bezüglich der Norm, d.h., für alle ε > 0 gibt es ein
n0, so daß fürm,n ≥ n0

ε > ‖fn−fm‖∞ = max
x∈[a,b]

|fn(x) − fm(x)| ⇒ |fn(x) − fm(x)| < ε, x ∈ [a, b]

(8.11)
gilt. Die Funktion fm ist nach Satz 4.25 gleichmäßig stetig, es gibt also ein
δ = δm > 0, so daß

|x− x ′| < δ ⇒ |fm(x) − fm(x
′)| < ε. (8.12)

164Muss ja auch nicht immer so sein.
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Jetzt betrachten wir so ein Paar x, x ′ mit165 |x− x ′| < δ und erhalten, daß

|fn(x) − fn(x
′)| = |fn(x) − fm(x) + fm(x) − fm(x

′) + fm(x
′) − fn(x

′)|

≤ |fn(x) − fm(x)|︸              ︷︷              ︸
<ε

+ |fm(x) − fm(x
′)|︸                ︷︷                ︸

<ε

+ |fm(x
′) − fn(x

′)|︸                 ︷︷                 ︸
<ε

< 3ε,

und damit haben wir ein δ, nämlich δm gefunden, so daß für alle n ≥ n0, un-
abhängig von n die Aussage

|x− x ′| < δ ⇒ |fn(x) − fn(x
′)| < 3ε (8.13)

erfüllt ist. Diese Eigenschaft formalisieren wir.

Definition 8.10 (Gleichgradige Stetigkeit) Eine Menge oder Familie166 F ⊆ C(D)
von stetigen Funktionen heißt gleichgradig stetig, wenn es zu jedem ε > 0 ein δ > 0
gibt, so daß

|x− x ′| < δ ⇒ |f(x) − f(x ′)| < ε, f ∈ F . (8.14)

Bemerkung 8.11 Definition 8.10 ist ein bisschen redundant, denn jedes Folgenglied
fn einer Folge von gleichgradig stetigen Funktionen ist ja automatisch gleichmäßig
stetig und somit auch stetig.

Die Überlegungen, die zu (8.14) geführt haben, lassen sich dann folgendermaßen
zusammenfassen.

Proposition 8.12 (Gleichgradige Stetigkeit) Jede gleichmäßig konvergente Folge
F = (fn : n ∈N) von stetigen Funktionen ist gleichgradig stetig.

Satz 8.13 (Arzela–Ascoli) Für eine Familie F ⊆ C[a, b] von stetigen Funktionen
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. Jede Folge fn ∈ F enthält eine gleichmäßig konvergente Teilfolge.

2. F ist gleichgradig stetig und punktweise beschränkt.

Für den Beweis brauchen wir eine kleine Hilfssaussage.

Lemma 8.14 Ist 1) in Satz 8.13 erfüllt, so ist F gleichmäßig beschränkt, d.h.,

sup
f∈F

‖f‖∞ <∞.
165Nochmals als Hinweis: Dieses δ hängt von dem wie auch immer festgelegten Wertm ab.
166Eine Familie von Funktionen kann ansonsten völlig unstrukturiert sein. Soll also keiner

sagen, mathematische Definitionen oder Nomenklatur hätte keinen Realitätsbezug.
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Beweis: Wäre F unbeschränkt, dann gibt es eine Folge fn ∈ F mit ‖fn‖∞ ≥ n
und damit mit Punkten xn, so daß |fn(xn)| ≥ n. Würde diese Folge gegen f
konvergieren, dann gilt für jedes ε und n hinreichend groß, daß

|f(xn)| ≥ |fn(xn)|− ε ≥ n− ε

und fwäre unbeschränkt im Widerspruch zur Stetigkeit von f. �

Jetzt aber an die Arbeit, wir kommen zu einem der längsten Beweise dieser
Vorlesung167.
Beweis von Satz 8.13: Wir beginnen mit ”2) ⇒ 1)“ und nehmen an, daß die
Folge fn eine Folge in der gleichgradig stetigen und punktweise beschränkten
Familie F ist. Ausserdem sei xk, k ∈ N, eine Abzählung von X := [a, b] ∩ Q.
Diese Punkte liegen dicht in [a, b], d.h. für jedes x ∈ [a, b] und jedes ε > 0 gibt es
einen Index k, so daß |x−xk| < ε ist. Da die Folge fn(x1),n ∈N, eine beschränkte
Folge von Zahlen ist, enthält sie nach Satz 3.38 eine konvergente Teilfolge fσ1(n)
und wir definieren

f(x1) := lim
n→∞ fσ1(n)(x1). (8.15)

Dasselbe Argument mit fσ1(n)(x2) liefert eine Teilfolge fσ2(n) von fσ1(n) mit

f(x2) := lim
n→∞ fσ2(n)(x2).

Da σ2 eine Teilfolge von σ1 war, gilt (8.15) auch mit σ2 anstelle von σ1. Auf diese
Weise konstruieren wir Teilfolgen σk und Funktionswerte mit

f(xj) = lim
n→∞ fσk(n)(xj), j = 1, . . . , k. (8.16)

und mit σ : k 7→ σk(k) erhalten wir eine Folge, für die

f(xj) = lim
n→∞ fσ(n)(xj), j ∈N, (8.17)

erfüllt ist168 und damit ist die Grenzfunktion f zur Teilfolge σ schon einmal aufX
definiert. Die Folge konvergiert, ist damit eine Cauchyfolge, so daß es zu jedem
ε > 0 ein n0 gibt, so daß∣∣∣fσ(m)(xj) − fσ(n)(xj)

∣∣∣ < ε, j ∈N, m, n ≥ n0. (8.18)

Wegen der Gleichstetigkeit gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0, so daß

|x− x ′| < δ ⇒ ∣∣∣fσ(n)(x) − fσ(n)(x ′)∣∣∣ < ε, x ∈ [a, b], n ∈N. (8.19)

Außerdem können wir [a, b] aber bereits mit endlich vielen Intervallen der Form
[xj − δ, xj + δ] überdecken169, sagen wir mit den Intervallen I1, . . . , IN und wir

167Fast schon ein ”richtiger“ Beweis.
168(8.17) gilt für jedes j, aber nicht unbedingt gleichmäßig in j, was wir aber auch nicht brauchen

werden, da wir gleich feststellen werden, daß nur endlich viele j benötigt werden und damit
wird die Sache deutlich entspannter.

169Das ist eine ganz wesentliche Konsequenz der Gleichstetigkeit und damit eine Eigenschaft
der Folge fn, die uns dieses δ liefert.
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ordnen unsere Punkte in X so um, daß Ij = [xj − δ, xj + δ], j = 1, . . . ,N, ist.
Damit zeigen wir nun die Konvergenz auf X: Zu x ∈ [a, b] und ε > 0 existiert
δ > 0, so daß (8.19) erfüllt ist. Dazu gibt es die δ–Intervalle I1, . . . , IN, die [a, b]
überdecken und damit einen Index j ∈ {1, . . . ,N} mit x ∈ Ij. Außerdem gibt es
das n0 aus (8.18), und wir wählenm,n ≥ n0. Dann ist∣∣∣fσ(m)(x) − fσ(n)(x)

∣∣∣
≤

∣∣∣fσ(m)(x) − fσ(m)(xj)
∣∣∣︸                      ︷︷                      ︸

<ε

+
∣∣∣fσ(m)(xj) − fσ(n)(xj)

∣∣∣︸                      ︷︷                      ︸
<ε

+
∣∣∣fσ(n)(x) − fσ(n)(xj)∣∣∣︸                     ︷︷                     ︸

<ε

< 3ε,

und diese Abschätzung gilt gleichmäßig in x, d.h.

‖fσ(m) − fσ(n)‖∞ < 3ε, m,n ≥ n0,

die Teilfolge konvergiert daher gleichmäßig und hat eine stetige Grenzfunktion.
Für die Umkehrung ”1)⇒ 2)“ nutzen wir zuerst einmal Lemma 8.14, um zu

erkennen, daß F gleichmäßig und damit natürlich insbesondere punktweise
beschränkt ist. Nehmen wir also an, F wäre nicht gleichgradig stetig, d.h., es
gibt ein ε > 0, so daß für alle δ > 0 eine Funktion f = fδ und Punkte x = xδ,
x ′ = x ′

δ
mit der Eigenschaft

|x− x ′| < δ und |f(x) − f(x ′)| > ε (8.20)

existieren. Nehmen wir wieder speziell δ = 1
n

, so bekommen wir Folgen fn ∈ F
und xn, x ′n ∈ [a, b] mit

|xn − x
′

n| < δ und |fn(xn) − fn(x
′

n)| > ε. (8.21)

Die Folge der xn ist beschränkt und enthält daher nach dem Satz von Bolzano–
Weierstrass170, Satz 3.38, eine konvergente Teilfolge xσ(n) → x. Wegen |xσ(n) −
x ′
σ(n)

| < 1
σ(n)

< 1
n

konvergieren auch die x ′
σ(n)

gegen x. Nach Voraussetzung
enthält nun fσ(n) eine gleichmäßig konvergente Teilfolge fσ ′(n) → f, für die dann

ε <
∣∣∣∣fσ ′(n)(xσ ′(n)) − fσ ′(n)(x ′σ ′(n))∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣f(xσ ′(n)) − f(x ′σ ′(n))∣∣∣∣+ ∣∣∣f(xσ ′(n)) − fσ ′(n)(xσ ′(n))∣∣∣︸                           ︷︷                           ︸
≤‖f−fσ ′(n)‖∞

+
∣∣∣∣f(x ′σ ′(n)) − fσ ′(n)(x ′σ ′(n))∣∣∣∣︸                           ︷︷                           ︸

≤‖f−fσ ′(n)‖∞
≤

∣∣∣∣f(xσ ′(n)) − f(x ′σ ′(n))∣∣∣∣︸                      ︷︷                      ︸→0
+2 ‖f− fσ ′(n)‖∞︸            ︷︷            ︸→0

→ 0

gelten muss, was einen Widerspruch liefert, da die rechte Seite fürn→∞ gegen
Null konvergiert. �

170Wie schon gesagt: Diese beiden Resultate sind miteinander verwandt!
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8.4 Potenzreihen und die Taylor–Formel

Ein Polynom, also eine Funktion der Form

f(z) =

k∑
k=0

ak z
k,

wobei z gerne auch komplex sein darf, ist natürlich eine besonders einfache
Funktion und kann auch als Summe der Monome anzn angesehen werden.
Etwas allemeiner könnten wir die Funktion dann auch als

f(z) =

n∑
k=0

ak (z− z0)
k, z ∈ C,

schreiben und uns fragen, was passiert, wenn der Grad n des Polynoms gegen
unendlich geht.

Definition 8.15 (Potenzreihe) Eine Potenzreihe ist eine komplexwertige Reihe der
Form

f(z) =

∞∑
n=0

an (z− z0)
n, z0 ∈ C. (8.22)

Natürlich kann man Potenzreihen auch nür überR definieren und untersuchen,

”schöner“ und natürlicher werden die Konzepte aber tatsächlich im Komplexen.
Wir beginnen mit einer zentralen Konvergenzaussage.

Satz 8.16 Konvergiert die Potenzreihe (8.22) für ein z∗ ∈ C, so konvergiert sie für jedes
0 < ρ < |z∗ − z0| absolut und gleichmäßig auf der abgeschlossenen Kreisscheibe

K(z0, ρ) := {z ∈ C : |z− z0| ≤ ρ} (8.23)

Beweis: Wir setzen171 fn := an(· − z0)
n, dann sagt die Annahme, daß die Reihe∑

fn(z
∗) konvergiert172 und daß deswegen fn(z∗) eine Nullfolge und damit be-

schränkt ein muss: |fn(z∗)| ≤M für ein passendesM ∈ R. Für alle z ∈ K(z0, ρ) ist
dann

|fn(z)| = |an(z− z0)
n| =

∣∣∣∣∣an(z∗ − z0)n (z− z0)
n

(z∗ − z0)n

∣∣∣∣∣
= |an(z

∗ − z0)
n|︸            ︷︷            ︸

≤M

∣∣∣∣∣ z− z0z∗ − z0

∣∣∣∣∣n︸       ︷︷       ︸
≤ρn/|z∗−z0|n

≤M

(
ρ

|z∗ − z0|

)n
︸          ︷︷          ︸

=:θn

171In dieser sehr gebräuchlichen Notation steht das unscheinbare Pünktchen ”·“ für das Ar-
gument der Funktion, was einfach kürzer ist, als f(z) = . . . oder f : z 7→ . . . schreiben zu
müssen.

172Vorsicht: Wir haben keine absolute Konvergenz angenommen, den Absolutbetrag darf man
also nicht in die Summe ziehen.
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und da ρ < |z∗ − z0| ist, ist θ < 1 und daher

∞∑
n=0

|fn(z)| ≤M

∞∑
n=0

θn =
M

1− θ
.

Damit konvergiert die Reihe absolut und mit einer Schranke, die von z un-
abhänig ist, also auch gleichmäßig. �

Bemerkung 8.17 So einfach der Beweis ist, so bemerkenswert ist das Ergebnis: Kon-
vergenz, noch nicht einmal absolute Konvergenz der Potenzreihe an einer Stelle z∗

sorgt dafür, daß die Potenzreihe auf jedem Kreis um z0, der z∗ nicht enthält, absolut
und gleichmäßig konvergiert. Es gilt also ein ”ganz oder gar nicht“–Prinzip.

Das folgende Resultat ist zwar eine einfache Erweiterung von Satz 8.16, wird
aber weitreichende Konsequenzen haben.

Korollar 8.18 Unter den Voraussetzungen von Satz 8.16 konvergiert auch die Potenz-
reihe

g(z) :=

∞∑
n=1

nan (z− z0)
n−1 (8.24)

absolut und gleichmäßig auf K(z0, ρ) für alle ρ < |z∗ − z0|.

Beweis: Genau wie im Beweis von Satz 8.16 zeigt man, daß mit gn = nan (· −
z0)

n−1 auch die Abschätzung

|gn(z)| ≤Mnθ
n−1

gilt und da
|gn+1(z)|

|gn(z)|
=

(n+ 1)θn+1

nθn
=
n+ 1

n
θ

für hinreichend großes n unter 1 fällt, folgt die Konvergenz aus dem Quotien-
tenkriterium, Satz 3.64. �

Ein Blick auf (8.24) zeigt natürlich, was man dabei im Sinn hatte.

Korollar 8.19 Unter den Voraussetzungen von Satz 8.16 ist die Funktion f aufK(z0, ρ)∩
R differenzierbar173 und die Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation.

Beweis: Unter Verwendung der Notationen von Satz 8.16 und Korollar 8.18 ist
gn = f ′n und da die Reihe der gn konvergiert und die fn ebenfalls gleichmäßig
und damit punktweise konvergieren, ist f ′ = g nach Satz 8.9. �

Das führt uns zu einem zentralen Resultat in der Theorie der Potenzreihen.
173Kleine Warnung: Für Funktionen mit komplexem Argument haben wir keine Ableitung

definiert, das ist der Funktionentheorie vorbehalten.
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Definition 8.20 Der Konvergenzradius einer Potenzreihe f(z) =
∑
an(z− z0)

n ist
definiert als

ρ(f) := sup

{
|z− z0| :

∞∑
n=0

an(z− z0)
n konvergiert

}
. (8.25)

Korollar 8.21 Die Potenzreihe f(z) =
∑
an(z−z0)

n konvergiert absolut und gleichmäßig
für |z− z0| < ρ(f) und divergiert für |z− z0| > ρ(f).

Beweis: Ist |z−z0| < ρ(f), dann gibt es ein z∗ mit |z−z0| < |z∗−z0| < ρ(f), an dem
die Potenzreihe konvergiert und Satz 8.16 garantiert dann auch die absolute und
gleichmäßige Konvergenz an z. Gäbe es umgekehrt ein zmit |z−z0| > ρ(f), dann
widerspräche das der Definition in (8.25), denn der Konvergenzradius ist ja das
Supremum. �

Korollar 8.22 Die Potenzreihe f(z) =
∑
an(z− z0)

n ist im Intervall

(a, b) = {x ∈ R : |x− z0| < ρ(f)}

unendlich oft differenzierbar und es gilt

an =
1

n!
f(n)(z0). (8.26)

Beweis: Jede absolut und gleichmäßig konvergente Potenzreihe ist differen-
zierbar und ihre Ableitung wieder eine Potenzreihe, die wieder absolut und
gleichmäßig konvergiert und eine Ableitung hat und so weiter. Damit ist die
Potenzreihe unendlich oft differenzierbar und da sich die Ableitungen durch
gliedweise Differentiation ergeben, gilt174

f(k)(x) =

∞∑
n=k

n!

(n− k)!
an (x− z0)

n−k =

∞∑
n=0

(n+ k)!

n!
an (x− z0)

n, (8.27)

was man wieder auf ganz C erweitern kann. Einsetzen von z0 in (8.27) liefert
dann (8.26). �

Natürlich spricht absolut nichts dagegen, den Entwicklungspunkt z0 der Reihe
reell zu wählen, und dann haben wir einen ”natürlichen“ Bezug zwischen einer
hinreichend oft differenzierbaren Funktion und einer Potenzreihe. Das genau
ist der Inhalt des Satzes von Taylor bzw. der Taylorformel.

Satz 8.23 (Satz von Taylor) Sei f ∈ Cn+1(I) und x0, x ∈ I. Dann gilt

f(x) =

n∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
1

n!

∫ x
x0

(x− t)n f(n+1)(t)dt. (8.28)

174Das ist jetzt also eine Funktion f : R → C und solche Funktionen kann man einfach
differenzieren, indem man Real- und Imaginärteil separat differenziert.
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Beweis: Induktion über n. Für n = 0 hat (8.28) die Form

f(x) = f(x0) +

∫ x
x0

f ′(t)dt,

was der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Satz 7.25, ist.
Für den Induktionsschritt wenden wir partielle Integration auf das Rest-

glied
∫
. . . in (8.28) an und erhalten

1

n!

∫ x
x0

(x− t)n f(n+1)(t)dt

= −
1

(n+ 1)!
(x− t)n+1f(n+1)(t)

∣∣∣∣∣x
t=x0

+
1

(n+ 1)!

∫ x
x0

(x− t)n+1 f(n+2)(t)dt

=
1

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1f(n+1)(x0) +
1

(n+ 1)!

∫ x
x0

(x− t)n+1 f(n+2)(t)dt.

Das in (8.28) eingesetzt liefert

f(x) =

n∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
1

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1f(n+1)(x0)

+
1

(n+ 1)!

∫ x
x0

(x− t)n+1 f(n+2)(t)dt

=

n+1∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
1

(n+ 1)!

∫ x
x0

(x− t)n+1 f(n+2)(t)dt,

also genau die ”(n+ 1)–Variante“ von (8.28). �

Bemerkung 8.24 In (8.28) können auch Integrale der Form
∫b
a g(x)dx mit a > b

auftreten, für die Integration bisher nicht definiert ist. Mit der Funktionϕ := a+b− ·,
die die Rolle von a und b vertauscht, ist

−

∫b
a

f(x)dx =

∫b
a

f(x)ϕ ′(x)dx =

∫ϕ(a)
ϕ(a)

f(ϕ−1︸︷︷︸
=ϕ

(x))dx =

∫a
b

f(a+ b− x)dx,

was dann auch wieder wohldefiniert ist. Anschaulich integriert man die Funktion ”in
die andere Richtung“.

Korollar 8.25 Eine Funktion f : I→ R ist genau dann ein Polynom vom Grad ≤ n,
wenn f(n+1) ≡ 0 ist.

Beweis: Ist f ein Polynom vom Grad≤ n, so folgt die Behauptung direkt aus der
Ableitungsformel (6.7). Umgekehrt verschwindet für f(n+1) ≡ 0 das Restglied in
(8.28) und was bleibt ist ein Polynom. �

Satz 8.26 (Taylor mit Lagrange–Restglied) Sei f ∈ Cn+1(I) und x0, x ∈ I. Dann
gibt es ein175 ξ ∈ (x0, x), so daß

f(x) =

n∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1. (8.29)

175Hier ist entweder das Intervall (x0, x) gemeint, wenn x0 < x ist oder das Intervall (x, x0),
wenn x0 > x ist.
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Beweis: Wir nehmen an, daß x0 < x ist, dann ist (x − x0)n > 0 und wir können
den Zwischenwertsatz der Integration, Satz 7.21 auf das Restglied aus (8.28)
anwenden, was zu

1

n!

∫ x
x0

(x− t)n f(n+1)(t)dt

=
1

n!
f(n+1)(ξ)

∫ x
x0

(x− t)n dt = −
1

n!
f(n+1)(ξ)

(x− t)n+1

n+ 1

∣∣∣∣∣∣
x

t=x0

=
1

(n+ 1)!
f(n+1)(ξ)(x− x0)

n+1

führt. �

Für unsere Restglieder haben wir immer eine (n+ 1)te Ableitung der Funktion
f und deren Stetigkeit gebraucht. Es geht aber auch mit ein bisschen weniger.

Korollar 8.27 Ist f ∈ Cn(I) und x0 ∈ I, dann gilt für x ∈ I

f(x) −

n∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k = η(x) (x− x0)
n, lim

x→x0 η(x) = 0. (8.30)

Beweis: Mit Taylor der Ordnung n− 1 ist

f(x) −

n−1∑
k=0

f(k)(x0)

k!
(x− x0)

k =
f(n)(ξ)

n!
(x− x0)

n

=
f(n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
f(n)(ξ) − f(n)(x0)

n!
(x− x0)

n

und da176 η(x) := 1
n
! (f(ξ) − f(x0)) stetig ist und ξ zwischen x0 und x einge-

quetscht ist, folgt η(x) = 0 für x→ x0. �

Eine nette kleine Anwendung der Taylor–Formel erlaubt es uns, Funktions-
grenzwerte zu betrachten, die von der Form 0

0
sind.

Korollar 8.28 (L’Hospital) Sind f, g ∈ Cn+1(I) und gibt es ein x∗ ∈ I mit

f(k)(x∗) = g(k)(x∗) = 0, k = 0, . . . , n, (8.31)

und g(n+1)(x∗) , 0, dann ist f
g

stetig an x∗ und es gilt die L’Hospital–Regel

lim
x→x∗

f(x)

g(x)
=
f(n+1)(x∗)

g(n+1)(x∗)
. (8.32)

Beweis: Wir verwenden die Taylor–Formel mit Lagrange–Restglied (8.29) für f
und g und erhalten

f(x) =

n∑
k=0

1

k!
f(k)(x∗)︸    ︷︷    ︸

=0

(x− x∗)k +
f(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x∗)n+1 =

f(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x∗)n+1

176Ja, das ist eine Funktion von x, denn die Zwischenstelle ξ hängt von x ab, und zwar stetig.



132 8 FOLGEN UND REIHEN VON FUNKTIONEN

bzw.

g(x) =
g(n+1)(ξ ′)

(n+ 1)!
(x− x∗)n+1,

so daß
f(x)

g(x)
=
f(n+1)(ξ)

g(n+1)(ξ ′)
, ξ, ξ ′ ∈ (x, x∗),

wobei ξ, ξ ′ natürlich wieder von x abhängen. Da g(n+1)(x∗) , 0 ist die Funktion
stetig in einer Umgebung von x∗, man kann den Limes in (8.32) bilden und er
ergibt sich als Quotient der Limites, die wegen der Stetigkeit von f(n+1) und
g(n+1) existieren und die Form wie auf der rechten Seite von (8.32) haben. �

Beispiel 8.29 Wir betrachten

lim
x→0

sin x
x
.

Das wäre 0
0
, aber die Ableitungen von Zähler und Nenner haben die Form cos x und 1,

also ist
lim
x→0

sin x
x

= lim
x→0

cos x
1

=
cos 0
1

= 1.

Definition 8.30 (Taylor–Reihe) Zu einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f :
I→ R und x0 ∈ I heißt die Potenzreihe

Tf(x) :=

∞∑
n=0

f(n)

n!
(x− x0)

n (8.33)

Taylor–Reihe zu f mit Entwicklungspunkt x0.

Mit Taylorreihen kann so ziemlich alles schiefgehen, was schiefgehen kann, sie
können

1. keinen positiven Konvergenzradius haben177

2. konvergieren, aber nicht gegen f.

Für den zweiten Fall kann man ein Beispiel angeben.

Beispiel 8.31 Die Funktion f(x) = e−1/x
2 , x > 0, ergänzt durch f(0) = 0, hat für

x0 = 0 Taylorreihe Tf ≡ 0 ohne selbst die Nullfunktion zu sein. Dies zeigt man in zwei
Schritten:

1. Für jedes n ∈N gibt es ein Polynom pn, so daß

f(n)(x) = pn(x
−1) e−1/x

2

, x > 0. (8.34)

Das geht per Induktion über n, wobei der Fall n = 0 trivial ist. Ansonsten ist

f(n+1)(x) =
d

dx
pn(x

−1) e−1/x
2

= −p ′n(x
−1)x−2 e−1/x

2

+ pn(x
−1) e−1/x

2 2

x3
,

also pn+1(x) = −x2 p ′n(x) + 2x
3 pn(x).

177Also nirgends konvergieren ausser an der trivialen Konvergenstelle x0, wo sie den Wert
f(x0) hat.



8.4 Potenzreihen und die Taylor–Formel 133

2. Es ist
f(n)(0) = 0, n ∈N. (8.35)

Dazu betrachtet man lediglich

lim
x→0 f(n)(x) = lim

x→0 pn(x−1) e−1/x
2

= lim
x→∞

pn(x)

ex
2

= 0.

Also ist die Taylorreihe eine Summe von Nullen, was trivialerweise sogar Konvergenz-
radius∞ hat und somit konvergiert, nur eben leider nicht gegen f.

Taylorreihen kann man verwenden, um Funktionen in Reihen entwickeln und
so vielleicht auf wirklich oder sogar effizient berechnen zu können. Bevor wir
uns ein Beispiel ansehen, zuerst noch ein wichtiges Resultat in diesem Zusam-
menhang.

Satz 8.32 (Abelscher Grenzwertsatz) Sei c eine Folge reeller Zahlen, für die die
Reihe Σc konvergiert. Dann konvergiert die Potenzreihe

f(x) =

∞∑
n=0

cnx
n

für alle x ∈ [0, 1] und f ist stetig auf [0, 1].

Beweis: Da die Reihe konvergiert ist die Folge der cn beschränkt178, die Reihe
konvergiert absolut für alle x < 1 und der Konvergenzradius ρ(f) ist damit
≥ 1. Interessant wird die Sache also nur für x = 1, deswegen auch der Name
Grenzwertsatz. Da

f(1) =

∞∑
n=0

cn,

konvergiert die auch für x = 1, was übrig bleibt, ist

lim
x→1 f(x) = f(1) =

∞∑
n=0

cn. (8.36)

Definieren wir

sn :=

∞∑
k=n

ck,

so folgt
s0 = f(1), sn − sn+1 = cn, lim

n→∞ sn = 0. (8.37)

Insbesondere ist |sn| beschränkt, sagen wir |sn| ≤ M, und die Reihe
∑
snx

n

konvergiert nach dem inzwischen wohlvertrauten Argument für |x| < 1. Damit

178Siehe Beweis von Satz 8.16.
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ist

(1− x)

∞∑
n=0

snx
n =

∞∑
n=0

snx
n −

∞∑
n=0

snx
n+1 =

∞∑
n=0

snx
n −

∞∑
n=1

sn−1x
n

= s0 +

∞∑
n=1

(sn − sn−1)x
n = f(1) +

∞∑
n=0

(sn+1 − sn)︸          ︷︷          ︸
=−cn

xn+1

= f(1) −

∞∑
n=0

cnx
n+1 = f(1) − xf(x).

Sei nun ε > 0 vorgegeben und n0 ∈N so gewählt, daß |sn| < ε für n ≥ n0. Dann
setzen wir δ := ε

Mn0
und erhalten für jedes x ∈ (1− δ, 1), daß

|f(1) − xf(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣(1− x)
∞∑
n=0

snx
n

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (1− x)

∞∑
n=0

|sn|x
n

= (1− x)︸    ︷︷    ︸
≤δ

n0−1∑
n=0

|sn|︸︷︷︸
≤M

xn︸︷︷︸
≤1

+(1− x)

∞∑
n=n0

|sn|︸︷︷︸
≤ε

xn ≤ δMn0︸   ︷︷   ︸
<ε

+ε(1− x)

∞∑
n=n0

xn︸    ︷︷    ︸
xn0/(1−x)

< ε+ ε xn0︸︷︷︸
<1

< 2ε,

was nichts anderes bedeutet als

f(1) = lim
x→1 xf(x) = lim

x→1 f(x),
und genau das war ja zu zeigen. �

Als Anwendung dieses Satzes jetzt die Reihenentwicklung einer wichtigen
Funktion.

Korollar 8.33 (Logarithmusreihe) Für x ∈ (−1, 1] gilt

log(1+ x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
= x−

x2

2
+
x3

3
− · · · (8.38)

und damit auch

log x = loga+

∞∑
n=1

(−1)n−1
(x− a)n

ann
, 0 < x < 2a, a > 0. (8.39)

Beweis: Da

log(1+ x) = log(1+ x) − log(1+ 0)︸        ︷︷        ︸
=0

= log(1+ t)
∣∣∣∣x
t=0

=

∫ x
0

1

(1+ t)
dt
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und da die Taylorreihe von f = (1+ ·)−1 die Form179

Tf(t) =

∞∑
n=0

f(n)(0)

n!
tn =

∞∑
n=0

(−1)ntn

hat, ist

log(1+ x) =

∫ x
0

 ∞∑
n=0

(−1)ntn
 dt = ∞∑

n=0

(−1)n
∫ x
0

tn dt

=

∞∑
n=0

(−1)n
tn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

(−1)n−1
tn

n
,

was (8.38) beweist, woraus (8.39) durch

log x = log(a+ x− a) = loga
(
1+

x− a

a

)
= loga+ log

(
1+

x− a

a

)
folgt. Bleibt nur noch das Verhalten bzw. die Stetigkeit am Rande und dafür
benötigen wir Satz 8.32. Am linken Rand, x = −1, haben es wir mit der di-
vergenten harmonischen Reihe zu tun180, am rechten Rand hingegen mit der
alternierenden harmonischen Reihe und die konvergiert bekanntlich nach dem
Leibniz–Kriterium aus Satz 3.59. �

Eine Potenzreihenentwicklung haben wir noch, und zwar für eine durchaus
nicht unwichtige Funktion.

Satz 8.34 Für α ∈ R und |x| < 1 konvergiert die binomische Reihe

(1+ x)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn,

(
α

n

)
:=

n∏
k=1

α− k+ 1

k
. (8.40)

Bemerkung 8.35 Für n := α ∈N ist
(α
k

)
gerade der normale Binomialkoeffizient:(

α

n

)
=

α!

n!(α− n)!
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

1 · 2 · · ·n
=

n∏
k=1

α− k+ 1

k
,

und für n > α enthält das Produkt den Wert 0, so daß aus der Reihe die wohlbekannte
endliche Summe wird. Interessant wird Satz 8.34 natürlich für α <N.

Beweis von Satz 8.34: Der Beweis gliedert sich in drei Schritte. Zuerst berechnen
wir die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt 0 zu f(x) = (1+ x)α als

∞∑
n=0

f(n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

 n∏
k=1

(α− k+ 1)

 (1+ 0)α−nn!
xn =

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn.

179Die Ableitungen von f sind f(n) = (−1)nn!(1+ t)−n−1, n ∈N0, wie man sich per Induktion
(Übung!) leicht klarmacht.

180Kein Wunder, da ja log x→ −∞ für x→ 0.
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Danach zeigen wir mit dem Quotientenkriterium aus Satz 3.64, daß die Reihe
für |x| < 1 konvergiert:∣∣∣∣∣∣

( α
n+1

)
xn+1(α

n

)
xn

∣∣∣∣∣∣ = |x|

∣∣∣∣∣∣∣
n+1∏
k=1

α− k+ 1

k


 n∏
k=1

k

α− k+ 1


∣∣∣∣∣∣∣ = |x|

∣∣∣∣∣α− n+ 1

n+ 1

∣∣∣∣∣
und da n−α−1

n+1
→ 1 für n→∞ und x < 1, wird dieser Ausdruck für hinreichend

großes n irgendwann kleiner als 1, weswegen die Reihe konvergiert.
Im dritten und letzten Schritt zeigen wir schließlich, daß die Taylorreihe

auch wirklich gegen (1 + x)α konvergiert, wofür wir uns das Restglied aus
(8.28) vornehmen. Dieses hat die Form

Rn+1f(x) :=
1

n!

∫ x
0

(x− t)n f(n+1)(t)dt

= (n+ 1)

(
α

n+ 1

) ∫ x
0

(x− t)n (1+ t)α−n−1 dt. (8.41)

Für 0 ≤ t ≤ x < 1 ist181

(1+ t︸ ︷︷ ︸
≥1

)α−n−1 ≤ (1+ t)α ≤ max{1, 2α} =: C,

also

|Rn+1f(x)| ≤ (n+ 1)

(
α

n+ 1

)
C

∫ x
0

(x− t)n dt = (n+ 1)

(
α

n+ 1

)
C

−(x− t)n+1

n+ 1

∣∣∣∣∣∣
x

t=0

= C

(
α

n+ 1

)
xn+1

und da dieser Ausdruck ein Glied der konvergenten Taylorreihe ist, folgt

lim
n→∞ |Rn+1f(x)| = 0, 0 < x < 1. (8.42)

Ein bisschen aufwendiger wird es für−1 < x < 0, wo wir wie in Bemerkung 8.24
die Integration ”umdrehen“ müssen182, was zu

Rn+1f(x) = (n+ 1)

(
α

n+ 1

) ∫ x
0

( x− t︸ ︷︷ ︸→x−(x+0−t)=t

)n ( 1− t︸ ︷︷ ︸→1−(x+0−t)=t+1−x

)α−n−1 dt

= (n+ 1)

(
α

n+ 1

) ∫ 0
x

tn(t+ 1− x)α−n−1 dt

= (n+ 1)

(
α

n+ 1

) ∫ 0
x

(
t

1+ t− x

)n
(1+ t− x)α−1 dt

181Je nachdem, ob α positiv oder negativ ist.
182Und es kann ja nicht schaden, das auch einmal in einem konkreten Fall durchzuführen.
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führt. Da 1 ≤ 1+ t− x < 1 ist, können wir den zweiten Term im Integral wieder
durch C ′ := max{1, 2α−1} abschätzen und erhalten

|Rn+1f(x)| ≤ (n+ 1)

(
α

n+ 1

)
C ′
∫ 0
x

∣∣∣∣∣ t

1+ t− x

∣∣∣∣∣n︸           ︷︷           ︸
≤|t|n

dt ≤ (n+ 1)

(
α

n+ 1

)
C ′
∫ |x|
0

tn dt,

von wo aus wir wie oben weiterrechnen können, um auch auf

lim
n→∞ |Rn+1f(x)| = 0, −1 < x < 0. (8.43)

zu kommen. Und der Fall x = 0 ist zu schwer, um im Rahmen einer Grundla-
genvorlesung für Analysis behandelt zu werden183. �

8.5 Fourierreihen

Neben den Taylorreihen, die in Sachen Konvergenz oftmals recht zickig und
nicht ganz einfach sind184, gibt es noch einen zweiten wichtigen Typ von Rei-
henentwicklung, der zu einer besonderen Klasse von Funktionen gehört.

Definition 8.36 (Periodizität) Eine Funktion f : R → R heißt periodisch mit Pe-
riode T oder kurz T–periodisch, wenn

f(x+ T) = f(x), x ∈ R. (8.44)

Kennt man eine periodische Funktion auf einem Intervall [ξ, ξ + T ] der Länge T , so
kennt man sie überall.

Da man aus einer T–periodischen Funktion f ganz einfach eine T ′–periodische
Funktion g gewinnen kann, indem man g = f( T

T ′
·) setzt185, reicht es, sich alles

für eine Periodenlänge anzusehen, so daß wir uns beispielsweise für T = 2π

entscheiden können und werden.

Definition 8.37 Der TorusT = R/2πZ ist die Menge aller Äquivalenzklassen vonR
modulo 2π, d.h. [x] = [y] genau dann, wenn x−y = 2kπ für ein passendes k ∈ Z. Der
Torus ist isomorph zu allen Intervallen der Länge 2π, beispielsweise [−π, π], wobei die
Punkte −π und π miteinander identifiziert werden.

Bemerkung 8.38 Jede 2π–periodische Funktion f kann also als f : T → R oder
f : T → C angesehen werden. Beispiele für Funktionen in C(T) sind die komplexe
Exponentialfunktion x 7→ eix sowie Sinus und Cosinus.

183Für alle, die diesen Satz glauben, gilt: Gehe zurück zu Kapitel 1, gehe nicht in die Klausur,
ziehe nicht 9 ECTS-Punkte ein.

184Funktionen, deren Taylorreihe überall konvergiert, also Kovergenzradius∞ hat, sind ganz
besondere Funktionen, denen man in der Funktionentheorie auch eine Menge Aufmerksamkeit
widmet.

185Denn dann ist g(·+ T ′) = f( T
T ′
·+T ′) = f( T

T ′
·) = g.
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Definition 8.39 (Trigonometrische Polynome) Ein trigonometrisches Polynom
vom Grad n ist eine Funktion der Form

f(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak coskx+ bk sinkx, (8.45)

bzw.

f(x) =

n∑
k=−n

ck e
ikx. (8.46)

Schreiben wir (8.46) als

f(x) = c0 +

n∑
k=1

ck e
ikx + c−k e

−ikx

= c0 +

n∑
k=1

ck(coskx+ i sinkx) + c−k(coskx− i sinkx)

= c0 + (ck + c−k) coskx+ i(ck − c−k) sinkx,

dann folgt186

ak = ck + c−k,
bk = i(ck − ck),

⇔ ck = 1
2
(ak − ibk),

c−k = 1
2
(ak + ibk),

k ∈N0, (8.47)

und damit sind (8.45) und (8.46) wirklich äquivalent.
Die nächste Aussage sieht zuerst einmal ganz unschuldig aus, hat aber, wie

wir gleich sehen werden, weitreichende und sehr systematische Folgen.

Satz 8.40 (Orthogonalität)

1. Für j, k ∈ Z gilt187

1

2π

∫π
−π

eijx e−ikx dx = δjk :=

{
1, j = k,
0, j , k.

(8.48)

2. Für j, k ∈N0 gilt

1

π

∫π
−π

sin jx sinkxdx =
1

π

∫π
−π

cos jx coskxdx = δjk (8.49)

sowie
1

π

∫π
−π

sin jx coskxdx = 0. (8.50)

186Und dies schliesst a0 = 2c0 ein
187Die ”Funktion“ δ hier bezeichnet man als Kronecker–δ.
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Beweis: Für j = k ist (8.48) nichts anderes als 1
2π

∫
1 = 1, für j , k hingegen

erhalten wir∫π
−π

eijx e−ikx dx =

∫π
−π

ei(j−k)x dx =
1

i(j− k)
ei(j−k)x

∣∣∣∣∣π
x=π

= 0,

wobei wir die konkreten Werte noch nicht einmal auszurechnen brauchen, son-
dern uns nur auf die 2π–Periodizität beschränken können, siehe auch Übung 8.2.
Damit ist 1) bewiesen und wir können es skrupellos für 2) ausnutzen. Beispiels-
weise ist188

1

π

∫π
−π

cos jx coskxdx =
1

π

∫π
−π

eijx + e−ijx

2

eikx + e−ikx

2
dx

=
1

4

(
1

π

∫π
−π

ei(j+k)x dx︸                ︷︷                ︸
=0

+
1

π

∫π
−π

ei(j−k)x dx︸                ︷︷                ︸
=2δjk

+
1

π

∫π
−π

ei(k−j)x dx︸                ︷︷                ︸
=2δjk

+
1

π

∫π
−π

e−i(j+k)x dx︸                 ︷︷                 ︸
=0

)
= δjk,

was für den Sinus ganz entsprechend funktioniert:

1

π

∫π
−π

sin jx sinkxdx =
1

π

∫π
−π

eijx − e−ijx

2i

eikx − e−ikx

2i
dx

= −
1

4

(
1

π

∫π
−π

ei(j+k)x dx︸                ︷︷                ︸
=0

−
1

π

∫π
−π

ei(j−k)x dx︸                ︷︷                ︸
=2δjk

−
1

π

∫π
−π

ei(k−j)x dx︸                ︷︷                ︸
=2δjk

+
1

π

∫π
−π

e−i(j+k)x dx︸                 ︷︷                 ︸
=0

)
= δjk.

Das ist dann auch schon (8.49) und für (8.50) gehen wir ganz genauso vor:

1

π

∫π
−π

cos jx sinkxdx =
1

π

∫π
−π

eijx + e−ijx

2

eikx − e−ikx

2i
dx

=
1

4i

(
1

π

∫π
−π

ei(j+k))x dx︸                ︷︷                ︸
=0

−
1

π

∫π
−π

ei(j−k)x dx︸                ︷︷                ︸
=2δjk

+
1

π

∫π
−π

ei(k−j)x dx︸                ︷︷                ︸
=2δjk

+
1

π

∫π
−π

e−i(j+k)x dx︸                 ︷︷                 ︸
=0

)
= 0.

�

Übung 8.2 Zeigen Sie: Ist f eine differenzierbare, 2π–periodische Funktion, dann
gilt ∫π

−π

f ′(x)dx = 0.

♦

Damit besteht zwischen den trigonometrischen Funktionen und dem Integral
eine besonders enge Beziehung.

188Bitte berücksichtigen: j und k sind jetzt nur noch in N0, also beide nichtnegativ, so daß
immer δj,−k = 0 ist.
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Definition 8.41 (Skalarprodukte & Orthogonalität)

1. Eine Abbildung189
〈·, ·〉 : C(T)×C(T)→ R heißt Skalarprodukt, wenn sie eine

symmetrische Bilinearform ist, d.h., wenn

(a) 〈f1 + f2, g〉 = 〈f1, g〉+ 〈f2, g〉 und 〈f, g1 + g2〉 = 〈f, g1〉+ 〈f, g2〉,

(b) 〈λf, g〉 = 〈f, g〉 und 〈f, λg〉 = λ〈f, g〉,

(c) 〈f, g〉 = 〈g, f〉,

erfüllt ist. 1a) und 1b) definieren eine Multilinearform, 1c) ist für das ”symme-
trisch“ verantwortlich.

2. Eine Abbildung 〈·, ·〉 : (T → C) × (T → C) → C heißt Skalarprodukt, wenn
sie eine Sesquilinearform190 ist, d.h., wenn 1a) gilt und 1b) durch

〈λf, g〉 = λ〈f, g〉, 〈f, λg〉 = λ〈f, g〉, λ ∈ C, (8.51)

sowie 1c) durch
〈f, g〉 = 〈g, f〉 (8.52)

ersetzt wird. Dieser Fall umfasst die reelle Situation.

3. Ein Skalarprodukt heißt entartet, wenn es ein f , 0 gibt, so daß 〈f, f〉 ≤ 0 ist.
Normalerweise fordert man191, daß ein Skalarprodukt definit ist, d.h., daß

f , 0 ⇒ 〈f, f〉 > 0 (8.53)

ist.

Proposition 8.42 (Skalarprodukte auf C(T)) Die Abbildungen

〈f, g〉1 :=
1

π

∫π
−π

f(x)g(x)dx und 〈f, g〉2 :=
1

2π

∫π
−π

f(x)g(x)dx

sind Skalarprodukte für integrierbare Funktionen auf T und definit, wenn f, g stetig
sind.

Beweis: Die Eigenschaften 1a) und 1b) sind aufgrund der Linearität des Integrals
in beiden Fällen leicht nachgewiesen. Sind f, g reellwertig, dann ist

〈f, g〉1 :=
1

π

∫π
−π

f(x)g(x)dx =
1

π

∫π
−π

f(x)g(x)dx = 〈g, f〉1,

für komplexwertige Funktionen ergibt sich

〈f, g〉1 :=
1

π

∫π
−π

f(x)g(x)dx =
1

π

∫π
−π

f(x)g(x)dx = 〈g, f〉1.

189Stetigkeit ist hier eine sehr willkürliche Voraussetzung, die man nicht wirklich braucht, die
uns aber das Leben deutlich leichter macht, zumal wir kein Lebesgue–Integral zur Verfügung
haben.

190
”Sesqui“ ist Latein und steht für ”Eineinhalb“.

191Oftmals auch stillschweigend.
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Für die Definitheit bemerken wir zuerst einmal, daß

〈f, f〉1 :=
1

π

∫π
−π

|f(x)|2 dx,

und zwar ganz egal, ob f reell- oder komplexwertig ist. Ist nun f , 0, dann gibt
es ε > 0, und x ∈ (−π, π), so daß |(x)|2 > ε ist. Wegen der Stetigkeit von f gibt es
dann auch δ > 0mit |f(x ′)|2 > ε

2
für |x ′ − x| ≤ δ und da |f| ≥ 0 ist damit∫π

−π

|f(x)|2 dx ≥

∫ x ′+δ
x ′−δ

|f(x)|2︸   ︷︷   ︸
>ε/2

dx > 2δ
ε

2
= δε > 0.

Daß für 〈·, ·〉2 alles ganz analog geht, muss hoffentlich nicht mehr besonders
explizit gesagt werden. �

Damit können wir Satz 8.40 in Skalarprodukt–Terminologie umschreiben.

Korollar 8.43 Es gilt

〈cos j·, cosk·〉1 = 〈sin j·, sink·〉1 = δjk, 〈cos j·, sink·〉1 = 0, j, k ∈N0,

(8.54)
und 〈

exp(ij·), exp(ik·)
〉
2 = δjk, j, k ∈ Z. (8.55)

Definition 8.44 (Othonormalsystem) Eine abzählbare Familie oder Folge fn,n ∈
N0, von Funktionen heißt Orthonormalsytem für ein Skalarprodukt 〈·, ·〉, wenn〈

fj, fk
〉
= δjk, j, k ∈N0. (8.56)

Das Orthonormalsystem heißt vollständig in einem Vektorraum192 X von Funktionen,
wenn es zu jedem f ∈ X Koeffizienten ak(f), k ∈N0 gibt, so daß

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ak(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

= 0 (8.57)

gilt.

Kaum hat man neue Terminologie, schon kann man Korollar 8.43 nochmals
umformulieren.

Korollar 8.45 Die Familien fn = ein·, n ∈ Z, und f2n = cosn·, f2n+1 = sinn·,
n ∈N0, sind Orthonormalsysteme.

Wir werden jetzt noch zeigen, daß die beiden Orthonormalsysteme193 tatsächlich
vollständig in C(T) sind und dazu ein klein wenig nette Theorie entwickeln.
Dazu schreiben wir jetzt kurz 〈·, ·〉 für eines der beiden Skalarprodukte 〈·, ·〉1
oder 〈·, ·〉2.

192Man kann also Funktionen addieren und mit Zahlen multiplizieren und bleibt in seinem
Raum.

193Na gut, genau genommen ist es ja eigentlich nur eines, einmal reell, einmal komplex ge-
schrieben.
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Lemma 8.46 (Norm) Jedes Skalarprodukt 〈·, ·〉 induziert eine Norm

‖f‖2 :=
√
〈f, f〉, f ∈ C(T), (8.58)

auf C(T), d.h., es gelten die Normaxiome

1. ‖f‖2 ≥ 0 und ‖f‖2 = 0 ⇔ f ≡ 0.

2. ‖λf‖2 = |λ| ‖λf‖2, λ ∈ C.

3. ‖f+ g‖2 ≤ ‖f‖2 + ‖g‖2.

Beweis: 1) folgt aus der in Proposition 8.42 festgestellten Definitheit des Ska-
larprodukts, 2) aus

‖λf‖22 = 〈λf, λf〉 = λ λ︸︷︷︸
=|λ|2

〈f, f〉 = |λ|2 ‖f‖22,

und 3) aus

‖f+ g‖22 = 〈f+ g, f+ g〉 = 〈f, f〉+ 〈f, g〉+ 〈g, f〉+ 〈g, g〉

= ‖f‖22 + 〈f, g〉+ 〈f, g〉︸            ︷︷            ︸
=2<〈f,g〉

+‖g‖22 (8.59)

sowie der Cauchy–Schwarz–Ungleichung:

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖2 ‖g‖2, (8.60)

die für f = 0 oder g = 0 trivialerweise erfüllt ist194. Mit195 µ := 〈f, g〉/〈g, g〉
erhalten wir aus der Definitheit des inneren Produkts196

0 ≤ ‖f− µg‖22 = 〈f− µg, f− µg〉 = 〈f, f〉− µ〈f, g〉− µ 〈g, f〉︸ ︷︷ ︸
=〈f,g〉

+|µ|2〈g, g〉

= ‖f‖22 − 2< (µ〈f, g〉) + |µ|2〈g, g〉 = ‖f‖22 − 2<
〈f, g〉〈f, g〉

〈g, g〉︸         ︷︷         ︸
=|〈f,g〉|2/〈g,g〉

+
|〈f, g〉|2

〈g, g〉2
〈g, g〉

= ‖f‖22 − 2
|〈f, g〉|2

〈g, g〉
+

|〈f, g〉|2

〈g, g〉
= ‖f‖22 −

|〈f, g〉|2

‖g‖2
2

,

was sich direkt in (8.60) umformen lässt. Da <〈f, g〉 ≤ |〈f, g〉| ist, erhalten wir
durch Einsetzen von (8.60) in (8.59) dann die finale Abschätzung

‖f+ g‖22 ≤ ‖f‖
2
2 + 2‖f‖2‖g‖2 + ‖g‖

2
2 = (‖f‖2 + ‖g‖2)

2

und somit 3). �
194Dann steht da 0 ≤ 0, was man mit ein wenig gutem Willen durchaus glauben kann.
195Man beachte: Der Nenner dieses Ausdrucks, 〈g, g〉 ist immer reell.
196Man könnte das Ganze auch über die Cauchy–Schwarz–Ungleichung des Integrals zeigen,

aber dieser Beweis ist cooler und zeigt, daß das mit der Norm für jedes Skalarprodukt funktio-
niert.
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Definition 8.47 (Fourierkoeffizienten) Als relle Fourierkoeffizienten einer Funk-
tion f ∈ C(T) bezeichnet man die Zahlen

ak(f) = 〈f, cosk·〉1 =
1

π

∫π
−π

f(t) coskt dt,

bk(f) = 〈f, sink·〉1 =
1

π

∫π
−π

f(t) sinkt dt,
k ∈N0, (8.61)

als komplexe Fourierkoeffizienten hingegen

ck(f) =
〈
f, exp(ik·)

〉
=
1

2π

∫π
−π

f(t)e−ikt dt, k ∈ Z. (8.62)

Übung 8.3 Zeigen Sie: Ist f reellwertig, dann gilt für die ck aus (8.62) ck(f) =

c−k(f). ♦

Die Fourierkoeffizienten ermöglichen es uns, eine Funktion mit Hilfe der trigo-
nometrischen Polynome bestmöglich darzustellen. Und auch das gilt wieder in
einem wesentlich allgemeineren Kontext.

Satz 8.48 (Bestapproximation) Sei fn, n ∈N0, ein Orthonormalsystem zum Ska-
larprodukt 〈·, ·〉 und seien ck(f) := 〈f, fk〉 die Fourierkoeffizienten von f. Dann ist für
alle n ∈N0 ∥∥∥∥∥∥∥f−

n∑
k=0

ck(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ak fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

, a0, . . . , an ∈ C. (8.63)

Beweis: Für beliebige a0, . . . , an ist∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ak fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

2

=

〈
f−

n∑
k=0

ak fk, f−

n∑
k=0

ak fk

〉
= ‖f‖22 −

n∑
k=0

ak 〈f, fk〉︸  ︷︷  ︸
=ck(f)

−

n∑
k=0

ak 〈fk, f〉︸  ︷︷  ︸
=ck(f)

+

n∑
j,k=0

ajak
〈
fj, fk

〉︸   ︷︷   ︸
=δjk

= ‖f‖22 − 2<

n∑
k=0

akck(f) +

n∑
k=0

|ak|
2

= ‖f‖22 −

n∑
k=0

|ck(f)|
2 +

n∑
k=0

|ck(f)|
2 − 2<

n∑
k=0

akck(f) +

n∑
k=0

|ak|
2

= ‖f‖22 −

n∑
k=0

|ck(f)|
2 +

n∑
k=0

|ck(f) − ak|
2︸           ︷︷           ︸

≥0

≥ ‖f‖22 −

n∑
k=0

|ck(f)|
2 =

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ck(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

2

,

was auch schon (8.63) ist. �
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Übung 8.4 Zeigen Sie, daß für jedes Orthogonalsystem und jedes f∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ck(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

2

= ‖f‖22 −

n∑
k=0

|ck(f)|
2 (8.64)

gilt und beweisen Sie den Satz von Pythagoras:

〈f, g〉 = 0 ⇒ ‖f+ g‖22 = ‖f‖
2
2 + ‖g‖

2
2 (8.65)

♦

Aus dem Beweis von Satz 8.48 können wir eine weitere Schlussfolgerung ziehen.

Korollar 8.49 (Eindeutige Bestapproximation)

1. In (8.63) gilt genau dann Gleichheit, wenn ak = ck(f), k = 0, . . . , n, ist.

2. Die Approximationsgüte

En(f) :=

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ck(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

, n ∈N0, (8.66)

ist eine monoton fallende Folge in n.

Korollar 8.50 (Besselsche Ungleichung) Ist fn, n ∈ N0, ein Orthonormalsystem,
so gilt für die Fourierkoeffizienten cn(f) die Besselsche Ungleichung

∞∑
n=0

|cn(f)|
2
≤ ‖f‖22 (8.67)

und die Fourierreihe
∑
cn(f)fn konvergiert in der Norm ‖ · ‖2.

Beweis: Nach (8.64) ist

0 ≤

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ck(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

2

= ‖f‖22 −

n∑
k=0

|ck(f)|
2,

woraus (8.67) sofort folgt. Für die Konvergenz betrachten wir197∥∥∥∥∥∥∥
∞∑
k=n

ck(f)fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

2

=

〈 ∞∑
k=n

ck(f)fk,

∞∑
k=n

ck(f)fk

〉
=

∞∑
j,k=n

cj(f)ck(f)
〈
fj, fk

〉︸   ︷︷   ︸
=δjk

=

∞∑
k=n

|ck(f)|
2 → 0

für n→∞, da die Reihe
∑

|ck(f)|
2 konvergiert198. �

197Wer’s ganz genau will, nimmt erst eine endliche Summe bis N und lässt dann N → ∞
gehen.

198Schliesslich hat sie nichtnegative Summenglieder und ist beschränkt.
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Bemerkung 8.51 (Konvergenz)

1. Die Konvergenz der Fourierreihe zu f bedeutet aber noch lange nicht, daß der
Grenzwert auch wirklich f ist. Das einfachste Beispiel ist das Orthonormalsystem
fn = cosn· und die Funktion f = sin, für die cn(f) = 0 für alle n ist, und somit
konvergiert die Fourierreihe gegen die Nullfunktion, nicht gegen den Sinus.

2. Ausserdem konvergiert die Reihe nur im quadratischen Mittel und selbst wenn
jedes Glied fn einer Folge von Funktionen Eigenschaften wie Stetigkeit oder
Differenzierbarkeit besitzt, so muss sich das im Gegensatz zur gleichmäßigen
Konvergenz nicht auf die Grenzfunktion übertragen. Ein Beispiel ist die Folg
fn : [−1, 1]→ R mit

fn(x) =


−1 x ≤ − 1

n

nx, − 1
n
< x < 1

n

1, 1
n
≤ x,

x ∈ [−1, 1], n ∈N,

die gegen die unstetige Signumsfunktion f(x) = x
|x|

mit f(0) = 0 konvergiert.

Jetzt zurück zur Vollständigkeit aus Definition 8.44.

Satz 8.52 (Vollständigkeit) Für ein Orthonormalsystem F := {fn : n ∈ N0} in
einem Funktionenraum X sind äquivalent:

1. F ist vollständig.

2. Die Fourierreihe konvergiert gegen f:

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ck(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

= 0, f ∈ X. (8.68)

3. Es gilt die Parseval–Identität, die manchmal auch als Vollständigkeitsrelation
bezeichnet wird:

‖f‖22 =

∞∑
n=0

|cn(f)|
2, f ∈ X. (8.69)

Beweis: Wir beginnen mit ”1) ⇒ 2)“: Vollständigkeit heißt, daß es eine Folge
ak(f) gibt, so daß es zu jedem ε > 0 ein n0 gibt mit

ε >

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ak(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

≥

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ck(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥
2

nach Satz 8.48. Also konvergiert die Fourierreihe erst recht.
Für ”2)⇒ 3)“ und ”3)⇒ 1)“ nutzen wir (8.64) in der Form

‖f‖22 −

n∑
k=0

|ck(f)|
2 = En(f)

und da 2) gerade sagt, daß En(f)→ 0 geht, folgt auch die Identität (8.69). Und ist
(8.69) erfüllt, dann geht En(f)→ 0 für n→∞, also konvergiert die Fourierreihe.
�
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Korollar 8.53 (Orthogonalität) Ist F ein vollständiges Orthonormalsystem in X, so
gilt199

〈f, fn〉 = 0, n ∈N0 ⇔ f ≡ 0. (8.70)

Damit sind die Fourierkoeffizienten injektiv.

Beweis: Die Richtung ”⇐“ ist offensichtlich und ”⇒“ folgt aus der Vollständig-
keit und cn(f) = 0, n ∈N0. Wären schließlich f, g Funktionen mit cn(f) = cn(g),
dann ist

cn(f− g) = 〈f− g, fn〉 = 〈f, fn〉− 〈g, fn〉 = cn(f) − cn(g) = 0

und damit f − g ≡ 0, also f = g, weswegen die Abbildung f 7→ (cn(f) : n ∈N0)
injektiv ist. �

Nachdem wir jetzt hoffentlich ein wenig verstehen, was vollständige Orthonor-
malsysteme sind und können, wird es Zeit, uns klarzumachen, daß wir bereits
welche kennen.

Satz 8.54 (Vollständige Orthonormalsysteme) Die Familien

1. F1 := {1, cos, sin, cos 2·, sin 2·, . . . } = {cosn·, sinn· : n ∈N0},

2. F2 := {exp(in·) : n ∈N0},

sind vollständige Orthonormalsysteme für C(T).

Für den Beweis, den wir nur für die Exponentialfunktion führen werden200

nehmen wir uns erst einmal besonders einfache Treppenfunktionen vor und
definieren die Sprungfunktionen

sa(x) :=

{
0, −π ≤ x < a,
1, a ≤ x < π

x ∈ T, a ∈ (−π, π).

Für diese können wir die Vollständigkeit mit ein bisschen Arbeit201 nachrechnen.

Lemma 8.55 (Sprungfunktionen & Vollständigkeit) Für jedes a ∈ (−π, π) gilt

‖sa‖
2
2 =

∞∑
n=0

|cn(sa)|
2. (8.71)

199Mit dieser Eigenschaft kann man Vollständigkeit sogar charakterisieren, braucht dazu aber
ein etwas besseres Integral und einen dazu passenden Funktionenraum.

200Dinge sind einfacher hinzuschreiben und für Sinus und Cosinus folgen die Resultate mit
den inzwischen wohlbekannten Methoden.

201Manchmal kommt man auch in der Mathematik um das Rechnen nicht herum, aber wenn
dann das rauskommt, was man wollte und wenn man dabei ein bisschen denken musste, dann
kann es fast Spass machen.
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Beweis: Zuerst rechnet man ganz einfach

‖sa‖
2
2 =

1

2π

∫π
−π

|sa(t)|
2 dt =

1

2π

∫π
a

1 dt =
π− a

2π
(8.72)

aus, um dann auch c0 = π−a
2π

und, für n ∈ Z \ {0},

cn(sa) =
1

2π

∫π
−π

sa(t) e
−int dt =

1

2π

∫π
a

e−int dt =
−1

2πin
e−int

∣∣∣∣∣π
t=a

=
e−ina − e−inπ

2πin
,

also

|cn(sa)|
2 =

1

4n2π2

(
e−ina − e−inπ

) (
eina − einπ

)
=

1

4n2π2

(
2− ein(π−a) − ein(a−π)

)
=

1

2n2π2
−

1

2n2π2
ein(π−a) + ein(a−π)

2︸                   ︷︷                   ︸
=cosn(π−a)

=
1− cosn(π− a)

2n2π2

=:
1− cosnb
2n2π2

,

mit b := π− a zu erhalten. Da |cn(sa)|
2 = |c−n(sa)|

2, ergibt sich
∞∑
n=0

|cn(sa)|
2 = |c0(sa)|

2 + 2

∞∑
n=1

|cn(sa)|
2

=
b2

4π2
+
1

π2

∞∑
n=1

1− cosnb
n2

=
b2

4π2
+
1

π2

∞∑
n=1

1

n2
−
1

π2

∞∑
n=1

cosnb
n2

.

Daß die Reihe

f(x) :=

∞∑
n=1

cosnx
n2

, x ∈ T,

gleichmäßig und absolut konvergiert, folgt aus der Tatsache, daß | cos ·| ≤ 1 ist,
und es gilt

f ′(x) = −

∞∑
n=1

sinnx
n

=
1

2


x+ π, −π ≤ x < 0,
0, x = 0,

x− π, 0 < x ≤ π,
x ∈ T. (8.73)

Schreibt man g für die Funktion auf der rechten Seite von (8.73), dann ist nämlich

cn(g) :=
1

π

∫π
−π

g(x) sinnxdx =
1

π

∫ 0
−π

g(x) sinnxdx+
1

π

∫π
0

g(x) sinnxdx

=
1

π

∫ 0
−π

x+ π

2
sinnxdx+

1

π

∫π
0

x− π

2
sinnxdx

= −
x+ π

2π

cosnx
n

∣∣∣∣0
x=−π

+
1

2

∫ 0
−π

cosnxdx−
x− π

2π

cosnx
n

∣∣∣∣π
x=0

+
1

2

∫π
0

cosnxdx

= −
1

2n
−
1

2n
+
1

2

∫π
−π

cosnxdx︸             ︷︷             ︸
=0

= −
1

n
,
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und da die Reihe in (8.73) konvergiert202 ist

f(x) = f(−π) +

∫ x
−π

f ′(t)dt, x ∈ T, (8.74)

und daher, für x ≤ 0,

f(x) = f(−π) +

∫ x
−π

t+ π

2
dt = f(−π) +

(t+ π)2

4

∣∣∣∣∣∣
x

x=−π

= f(−π) +
(x+ π)2

4
,

sowie für x ≥ 0,

f(x) = f(0) +

∫ x
0

t− π

2
dt = f(0) +

(t− π)2

4

∣∣∣∣∣∣
x

t=0

= f(0)︸︷︷︸
=f(−π)+π2/4

+
(x− π)2

4
−
π2

4

= f(−π) +
(x− π)2

4
.

Bleibt noch die Bestimmung der Integrationskonstante f(−π). Dazu werfen wir
einen Blick auf

f(−
π

2
) = f(π/2) =

∞∑
n=1

cosnx
n2

=

∞∑
n=0

cos(2n+ 1)π
2

(2n+ 1)2︸             ︷︷             ︸
=0

+

∞∑
n=1

cos 2nπ
2

(2n)2

=
1

4

∞∑
n=1

cosnπ
n2

=
1

4
f(π) =

1

4
f(−π),

woraus wir mit
1

4
f(−π) = f(−

π

2
) = f(−π) +

(−π/2+ π)2

4
= f(−π) +

π2

16

endlich die Konstanten203

f(−π) =

∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −

π2

12
, f(0) =

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
(8.75)

identifiziert haben. Der Rest ist Einsetzen204:∞∑
n=0

|cn(sa)|
2 =

b2

4π2
+
1

π2

∞∑
n=1

1

n2︸    ︷︷    ︸
=π

2

6

−
1

π2

∞∑
n=1

cosnb
n2︸         ︷︷         ︸

=
(b−π)2

4 −π
2

12

=
(π− a)2

4π2
+
1

6
−
1

π2

(
a2

4
−
π2

12

)
=
1

4
+
π2 − 2aπ+ a2 − a2

4π2
=
1

2
−
a

2π

=
π− a

2π
,

202Details beispielsweise in [9].
203Wieder taucht π aus heiterem Himmel auf, diesmal mit der netten Formel

π =

√√ ∞∑
n=1

6

n2
.

Sozusagen der ”Sechsappeal“ von π.
204Und die Erinnerung daran, daß b = π− a ≥ 0 ist solange a ∈ [−π, π] erfüllt ist.
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und das ist endlich (8.72). �

Die Funktionen sa sind Prototypen für Treppenfunktionen und so lässt sich das
Ganze sehr einfach erweitern.

Korollar 8.56 (Treppenfunktionen & Vollständigkeit) Für jede Treppenfunkti-
on φ ∈ T [−π, π] ist

‖φ‖22 =

∞∑
n=0

|cn(φ)|
2. (8.76)

Beweis: Für −π < a ≤ b < π gilt

χ := χ[a,b] = sa − sb

und damit
ck(χ) = ck(sa) − ck(sb),

also ∥∥∥∥∥∥∥χ−
n∑
k=0

ck(χ)e
ik·

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥sa − sb −
n∑
k=0

(ck(sa) − ck(sb)) e
ik·

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥∥∥sa −
n∑
k=0

ck(sa)e
ik·

∥∥∥∥∥∥∥
2︸                       ︷︷                       ︸→0
+

∥∥∥∥∥∥∥sb −
n∑
k=0

ck(sb)e
ik·

∥∥∥∥∥∥∥
2︸                       ︷︷                       ︸→0
,

was nach Lemma 8.55 gegen 0 konvergiert und nach Satz 8.52 damit äquivalent
zur behaupteten Vollständigkeit ist. �

Der Rest geht dann wieder recht kanonisch.
Beweis von Satz 8.54: Jedes f ∈ C(T) ist stetig und damit integrierbar. Dann
gibt es zu jedem ε > 0 Treppenfunktionen φ,ψ ∈ T(T) mit

−‖f‖∞ ≤ ψ ≤ f ≤ φ ≤ ‖f‖∞ und
∫π
−π

(ψ(x) − φ(x))dx < ε2.

Für g := f− φ gilt dann

|g|2 ≤ |ψ− φ|2 = |ψ− φ|︸    ︷︷    ︸
≤2‖f‖∞

|ψ− φ| ≤ 2‖f‖∞|ψ− φ|,

und damit ist

‖g‖22 =

∫π
−π

|g(t)|2 dt ≤ 2‖f‖∞
∫π
−π

|ψ(t) − φ(t)|dt < 2‖f‖∞ ε2.
Seien nun

Snf :=

n∑
k=0

ck(f) e
ik·,
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die Partialsumme der Fourierreihe und entsprechend Sng und Snφ, dann ist

Snf = Sng+ Snφ.

Nach Korollar 8.56 gibt es ein n0, so daß

‖φ− Snφ‖2 < ε, n ≥ n0,

nach (8.64) is

‖g− Sn‖
2
2 = ‖g‖

2
2 −

n∑
k=0

|ck(g)|
2
≤ ‖g‖22 < 2‖f‖∞ε2

und damit ist für n ≥ n0

‖f− Snf‖2 = ‖g+ φ− Sn(g+ φ)‖2 ≤ ‖g− Sng‖2︸         ︷︷         ︸
<
√
2‖f‖∞ε

+ ‖φ− Snφ‖2︸          ︷︷          ︸
<ε

<
(√
2‖f‖∞ + 1

)
ε.

Also ist
lim
n→∞ ‖f− Snf‖2 = 0

und damit ist die Vollständigkeit endlich bewiesen. �

Nachdem wir im Beweis letztlich nur Integrierbarkeit als Konsequenz der Ste-
tigkeit verwendet haben, gilt das Resultat auch in einem etwas allgemeineren
Kontext.

Korollar 8.57 (Vollständigkeit) Die Orthonormalsysteme aus Satz 8.54 sind vollständig
für Riemann–integrierbare Funktionen auf T.

Es kann nicht schaden, die Ergebnisse des Kapitels nochmal zusammenfassen:

1. Jede Funktion f ∈ C(T) definiert Fourierkoeffizienten.

2. Aus diesen Fourierkoeffizienten kann man eine Fourierreihe bilden, die in
der Norm ‖ ·‖2 konvergiert und zwar gegen f. Genau das ist die Bedeutung
der Vollständigkeit. Allerdings bedeutet das nicht, daß die Fourierreihen
auch gleichmäßig konvergent wären. Dies wurde zwar relativ lange ange-
nommen, aber 1873 gab Du Bois–Reyomond205 ein Beispiel einer Funktion
aus C(T) an, für das

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥f−
n∑
k=0

ck(f) fk

∥∥∥∥∥∥∥∞ =∞
gilt. Um das zu beweisen, muss man ein bisschen (Fuktional-)Analysis
betreiben, siehe [19, Satz 1.5]; auf alle Fälle kann man aber dieses Beispiel
und die daraus resultierenden neuen Fragestellungen als ”Geburtsstunde“
der Approximationstheorie sehen.

205Das ist nur eine Person, genauer Paul David Gustav Du Bois–Reyomond, der übrigens
Mathematik und Medizin studiert hatte.
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3. Die Partialsummen der Fourierreihen sind die beste Näherung, wieder in
der Norm ‖ · ‖2, die man mit den beteiligten trigonometrischen Polynomen
überhaupt erhalten kann.

Das hat auch eine musikalische Interpretation. Ein Ton im musikalischen Kon-
text ist nämlich ein periodisches Ereignis mit Periode 1/ω, wobei man ω als
Frequenz bezeichnet und normalerweise in Hertz angegeben: Hz = s−1. Dann
können wir den Ton f als

f =
a0(f)

2
+
∑
k∈N

ak(f) cos(2kπω·) + bk(f) sin(2kπω·) (8.77)

schreiben, also als Überlagerung von Grundton und den als Obertöne be-
zeichneten Schwingungen, deren Frequenz ein ganzzahliges Vielfaches der des
Grundtons ist. Wir nehmen außerdem der Einfachheit halber an, daß f nur aus
Cosinusanteilen besteht, also bk(f) = 0, k ∈ N, was man dadurch erreicht, daß
man sich f als gerade Funktion, also f(−t) = f(t) vorstellt, und daß es keinen
Tinnitus gibt, daß also auch a0(f) = 0 ist.

Übung 8.5 Zeigen Sie: Ist f ∈ C(T) gerade, so ist bk(f) = 0, k ∈N0. ♦

Die Fourierkoeffizienten bezeichnet man als Spektrum dieses Tons und ihre

Abbildung 8.3: Spektrum zweier Dudelsackspielpfeifen mit unterschiedli-
cher Klangcharakteristik. Der Unterschied ist im Spektrum definitiv sicht-
bar.

Aplituden beschreiben die Klangcharakteristik des Instruments, siehe Abb 8.3.
Gute Literatur hierzu sind [1, 2] und natürlich der Klassiker [13]. Allerdings ist
reale Musik nur selten periodisch, denn ein konstanter Ton gilt da als eher nicht
so spannend. Und selbst viele Instrumente, beispielsweise Saiteninstrumente,
sind nicht periodisch, sondern eher von der Form

f(t) = e−ct g(t), g(t+ 1/ω) = g(t).

Das führt dann zu Spektren wie in Abb. 8.4, obwohl ein Pianoton eigentlich nur
3–4 wirklich signifikante Partialtöne hat, alle ”höherfrequenten“ Anteile sind
eher der Abklingrate geschuldet.
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Abbildung 8.4: Klangfarben zweier verschiedener Pianos. Diese Werte sind
aber mit Vorsicht zu sehen, denn der Ton eines Pianos ist eben nicht peri-
odisch sondern klingt exponentiell ab.

Auf der Basis der Fourierreihen kann man nun die Phänomene der Konso-
nanz und Dissonanz von Tönen erklären. Seien f, g Töne206 mit Fourierreihen207

f(x) ∼

∞∑
k=0

ak(f) cos(2πωkx), g(x) ∼

∞∑
k=0

ak(g) cos(2πωkx), (8.78)

also mit Spektrum ck(f) bzw. ck(g). Erklingen zwei Töne gleicher Frequen
gleichzeitig, dann überlagern sich die Fourierreihen und man hört

(f+ g)(x) ∼

∞∑
k=0

(ak(f) + ak(g)) cos(2πωkx),

die Spektren addieren sich und die Klangfarbe des Tones verändert sich da-
durch. Hat nun g die doppelte Frequenz wie f, dann ist

g(x) ∼

∞∑
k=0

ak(g) cos(2π(2ω)kx) ∼

∞∑
k=0

ak(g) cos(2πω2kx),

also

(f+ g)(x) ∼

∞∑
k=0

{
ak(f) + ak/2(g), k ∈ 2N

ak(f), k ∈ 2N− 1

}
cos(2πωkx)

und wir erhalten wieder denselben Ton wie f, aber mit anderer Klangfarbe. Die
Oktave hat also perfekte Konsonanz. Ist g eine reine Quinte zu f, also ein Ton

206Der Einfachheit 2π–periodisch.
207

”Richtige“ Gleichheit besteht ja nicht unbedingt, aber nach Korollar 8.53 besteht zumindest
eine 1− 1–Beziehung zwischen Funktion und Reihe.
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mit Frequenz 3
2
ω, dann ist

g(x) ∼

∞∑
k=0

ak(g) cos
(
2π
3

2
ωkx

)
=

∞∑
k=0

a2k(g) cos(2πω3kx) +
∞∑
k=0

a2k+1(g) cos
(
2πω

(
3k+

3

2

)
x

)
,

die Hälfte der Partialtöne geht also in f auf, die andere Hälfte sitzt genau in der
Mitte zwischen diesen Partialtönen. Das ist immer noch sehr konsonant und
das konsonanteste nichttriviale Intervall. Für Frequenz p

q
ω mit gekürztem p

q
ist

entsprechend

g(x) ∼

∞∑
k=0

aqk(g) cos(2πωpkx) +
q−1∑
r=1

∞∑
k=0

aqk+r(g) cos
(
2πω

(
pk+

pr

q

)
x

)
.

Da p und q als teilerfremd vorausgesetzt sind, gibt es r ∈ {1, . . . , q − 1} und
s ∈ N, so daß208 pr − sq = 1 ist und für dieses spezielle r, s erhalten wir einen
Partialton

aqk+r(g) cos
(
2πω

(
(p+ s)k+

1

q

)
x

)
,

von g der nach Bemerkung 5.25 mit dem Partialton

a(p+s)k(f) cos (2πω ((p+ s)k) x)

den Zusammenklang

2aqk+r(g)a(p+s)k(f) cos
(
2πω

(
(p+ s)k+

1

q

)
x

)
cos

(
2π
ω

q

)
generiert. Ist nun q in einem gewissen Rahmen groß, so ist dies eine hochfre-
quente Schwebung, die man auch als Reibung der Partialtöne bezeichnet und
die als Dissonanz wahrgenommen wird, ist q zu großs, dann nimmt man diese
Schwebung einfach nicht mehr wahr. Wir fassen zusammen.

Satz 8.58 (Pythagoräisches Credo) Harmonie ist ein Frequenzverhältnis, das ei-
nem Bruch mit möglichst kleinem Nenner entspricht.

208Das ist die Bézout–Indetität, die man in der (Computer-)Algebra kennenlernt und die recht
leicht zu beweisen ist, indem man sich den euklidischen Algorithmus genauer ansieht.
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